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Über Funktionen, die Jordansche Gebilde darstellen. 


Von Herrn Julius Pal in Szeckelyudvarhely. 


Einleitung. 


1. Es sei u= F(t), v= @(t) eine Jordansche Kurve mit der Umlauf- 
zeit 2. Das durch diese Kurve begrenzte, endliche, abgeschlossene Ge- 
biet läßt sich nach einem Satze über Ränderzuordnung bei konformer 
Abbildung umkehrbar eindeutig und stetig und für innere Punkte konform 
auf die abgeschlossene Kreisfläche |z < 1 abbilden*). Es sei p(z) diejenige 
für |2| <1 stetige, für |2|<<{1 reguläre Funktion, welche diese Abbildung 
vollzieht. Herr Fejer wies nach, daß die Potenzreihe p(2)= +24?” ++»: 
auch auf dem Kreise |z2)=1 gleichmäßig konvergiert**). 

Man setze p(e”) = y,(9) + iYps(9). Bei passender Wahl der Koor- 
dinatenaxen der Kreisebene ist ! eine Funktion von 9, die von 0 bis 27 
wächst, während 9 dasselbe tut. Diese Funktion = m(9) gibt zufolge 
der Abbildung der Figuren die Identität F[m(9)]= y,(9), und ,(9) 
besitzt **) eine gleichmäßig konvergente Fouriersche Reihe. 

Mithin gilt der Satz: Ist die nach 2n periodische Funktion Ft) 
eine Jordansche Komponente, so läßt die Variable ? eine umkehrbar ein- 
deutige und stetige Transformation {= m(9) zu, so daß die transformierte 
(ebenfalls nach 2 periodische) Funktion F[m(9)] eine gleichmäßig kon- 
vergente Fouriersche Reihe besitzt. 


*) Caratheodory, Math. Annal., Bd. 73 (1913), S. 305 ff. Siehe auch Lindelöf. 
Compt. rend. de l’Ac. des scienc., Paris, t. 158 (1914), pg. 245 und Courant, dieses 
Journ., Bd. 144 (1914), S. 190 ff., wo der Carathöodorysche Beweis der stetigen Ränder- 
zuordnung bedeutend vereinfacht wurde. 
**, Fejer, Compt. rend. de l’Ac. des seiene., Paris, t. 156 (1913), pg. 46 fi. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1. 1 
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Naturgemäß entstand hiernach die Frage, ob eine solche Trans- 
formation für jede stetige, nach 2n periodische Funktion möglich ist. 
Diese Frage wäre gewiß zu bejahen, wenn jede stetige, nach 2 peri- 
odische Funktion eine Jordansche Komponente wäre. Indessen ist dem 
nicht so*). Ist somit der zunächst sich bietende Weg auch verlegt, so 
kann man doch (durch einen modifizierten Gedankengang) die Existenz 
der fraglichen monotonen Transformation im wesentlichen nachweisen **). 

2. Losgelöst von der Beziehung zur Fourierschen Reihe ist die 
Frage, ob man eine gegebene stetige Funktion als Jordansche Komponente 
auffassen kann oder nicht, der einfachste Fall aus einer Reihe von Fragen, 
die der Topologie Jordanscher Gebilde angehören ***). In dieser Mitteilung 
sollen diese Fragen, soweit sie die räumliche Jordansche Kurve betreffen, 


zu einem gewissen Abschluß gebracht werden. In einer weiteren Mitteilung _ 


werde ich die analogen Fragen für Jordansche Flächen behandeln. 


Jordansche Raumkurven. 

3. Es seien z= p(t), y= w(t), 2=x(t) für alle Werte von t defi- 
nierte, stetige Funktionen und die Punkte =, und t=1t, der durch sie 
dargestellten Linie sollen dann und nur dann zusammenfallen, wenn 
t,—=t, (mod 2) ist. Die Kurve heißt dann eine Jordansche Raumkurve 
mit der Umlaufszeit 2. Die Umlaufszeit ist die kleinste. gemeinsame 
(positive) Periode der drei Funktionen. — 

4. Aus dem Resultat, das für ebene Kurven entwickelt wurde *), 
folgt unmittelbar: Ist z=Ylt), y=w(t) eine ebene Jordansche Kurve 
mit der Umlaufszeit 2, so ist 2n die kleinste Periode jeder der Funk- 
tionen p und w. Für Raumkurven gilt der entsprechende Satz nicht. 
So stellen z. B. x= cost, y=sint, z=sin2i eine Jordansche Raumkurve 
mit der Umlaufszeit 2rn dar, 2= sin2t hat aber die Periode n. 

Hieran schließt sich gleich die Frage, ob zwei der darstellenden 
Funktionen einer Jordanschen Raumkurve eine gemeinsame (positive) 
Periode haben können, die kleiner als die Umlaufszeit der Kurve ist. 
Diese Frage ist zu verneinen. Es mögen nämlich 9, w,x eine Jordansche 

*) Pal, dieses Journ., Bd. 143 (1913), S. 294 ff. 

**, Pal, Compt. rend. de l’Ac. des seiene., Paris, t. 158 (1914) pg. 101#f. 


***) Allgemein formuliert diese Fragen Herr Tietze in seiner dieser Arbeit 
folgenden Note, S.9 ff. 
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Raumkurve mit der Umlaufszeit 2 darstellen. Die kleinste gemeinsame 


Periode von g und w sei «a, welches offenbar die Form « in (n eine 
positive ganze Zahl) hat. Ks ist zu zeigen, daß n=1 ist. Wäre n >1, 
so wäre, da p(«)= (0) und w(«) = (0) ist, offenbar %(«@) +%(0). Es sei 
z. B. x(e)—x(0)>0. Die Differenz g(@-+t)—yx(t) dürfte in keinem 
Punkte i=t, des Intervalls (0, «) verschwinden, da sonst die Punkte 
t=t, und t=1,+ « der Kurve zusammenfielen. Folglich wäre jene Diffe- 
renz im ganzen Intervall 0 <t<{« positiv, wie sie es für =0 ist, und 
so wäre x(2«) >x(e)>x(0). Durch Wiederholung des Schlusses erhielte 
man x(ne) =x(2n) >x(0) im Widerspruch mit %(2r) = x%(0). 

5. Dieses vorausgeschickt, kann man die eigentliche Frage dieser 
Untersuchung genau formulieren: 

Es seien und w zwei Funktionen mit der kleinsten gemeinsamen 
Periode 2n. Gibt es dann eine Ergänzungsfunktion x so, daß die drei 
Funktionen eine Jordansche Raumkurve mit der Umlaufszeit 2n ergeben ?*) 

6. Daß nicht in jedem Fall eine Ergänzungsfunktion existiert, wird 
schon durch den Spezialfall der ebenen Kurve dargelegt. Es soll nun 
auch in dem Falle, wo es sich wirklich um Raumkurven handelt, ein Bei- 
spiel eines nicht ergänzbaren Funktionenpaares angegeben werden. Man 
zeichne hierzu einen nur einfache Punkte enthaltenden, offenen Kurven- 
bogen AB in der (x, y)-Ebene. Ein Punkt soll in den Zeitintervallen 


(0, 7), (2,2), (a,°°), (%5,27) die Bogen AB, BA, AB, BA durch- 


laufen. Die Funktionen z= (t), y= w(t), die diese Bewegung beschreiben, 
haben gewiß 27 zur kleinsten gemeinsamen Periode. Eine Ergänzungsfunktion 
existiert nicht. Um dies einzusehen, braucht man nur die Überlegungen, die 
( Bd. 143 dieses Journals, S.294—295) für die Ebene angestellt wurden, für den 
Zylinder, der den Bogen AB vertikal projiziert, wörtlich zu wiederholen. 

Aus diesem Beispiel abstrahiert man den allgemeinen Satz: Ist die 
Kurve z= p(t), y= w(t) identisch mit einer offenen, nur einfache Punkte 
enthaltenden Kurve z= f(r), y=g(r), 0O<r<{1, so ist r eine eindeutige, 
nach 27 periodische Funktion von t, etwa r = F(t). In diesem Falle ist eine 





*, Eine Funktion © = y(t) mit der Periode 2rz kann immer durch y= cost. 
<= sint „ergänzt“ werden: 27 ist nicht notwendig die kleinste, sondern irgendeine 
Periode von Y(t). 


ie 
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lirgänzungsfunktion dann und nur dann möglich, wenn F(t) genau zwei 
unabhängige Brückenintervalle (Bd. 143, S. 295) besitzt. 

7. Im folgenden wird dieser völlig beherrschte Fall ausgeschlossen. 
Für die nicht ausgeschlossenen Fälle kann man folgende, sehr weitgehende 
hinreichende Bedingung für die Existenz einer Ergänzungsfunktion angeben. 

Es seıen p,w zwei Funktionen mit der kleinsten gemeinsamen Periode ° 
2n1. Besitzt die Kurve = y(t), y= w(t) einen einzigen einfachen Punkt 
t=t, d. h. einen solchen, der nur mit den Punkten t=t, (mod. 2n) zusammen- 
fällt, so existiert eine Ergänzungsfunktion x (t). 

Beweis: Gewiß darf i,= 0 vorausgesetzt werden. Es seien P 
und @ die Punkte der Kurve z= 9, y= w, die den Werten t=0 und 
{== n entsprechen. In der Zeit (0,r) werde ich einen Punkt von P nach 
() führen über der (x, y)-Ebene so, daß seine Bahnkurve nur einfache 
Punkte besitzt und seine Projektion der Vorschrift z= (tl), y= y(t) ge- 
mäß sich bewegt. In der Zeit (n,2r) führe ich den Punkt unter der 
(x, y)-Ebene in entsprechender Weise von Q nach P zurück. Offenbar 
genügt es, die erste Hälfte der Bewegung zu beschreiben. 

Die Punkte P und Q sind, da P einfacher Punkt der ebenen Kurve 
ist, voneinander verschieden. Es gibt daher einen Punkt t=!,0 <t'’<n, 
der sowohl von P als auch von @ verschieden ist. Man nehme alle 
Werte t, die in das Intervall (0, 2) fallen und diesen bestimmten Punkt 
t=t’ liefern. Die untere Grenze aller dieser Werte heiße «. Dann ist 
@—>0. Der Punkt 2= 0 hat vom Bogen e <t<{n eine von Null ver- 
schiedene Entfernung, da er einfacher Punkt der Kurve ist; der Punkt 
t= a ist, zufolge der Definition von «, ein einfacher Punkt des Bogens 
0<t<o. 

Die Konstruktion von y(t) beginne ich damit, daß ich x(t) für die 


Werte e <t<{n durch die Formel = —— (n—t) erkläre. Die 


Funktion y(t) nimmt also von « bis 0 ab, während t von « bis 7 wächst. 

Haben die Bogen 0 <t<e und e<t<{n der (ebenen) Kurve 
keinen gemeinsamen Punkt, so kann man yx(f) für 0 <t<« sofort defi- 
nieren, z. B. durch y(t)=t. Haben aber diese Bogen gemeinsame Punkte, 
so nehme man die Menge 7 aller Werte t, die den Bedingungen 0 <t<.«a 
(nicht 0 <t<<{«) genügen und deren entsprechende Punkte auch dem 


Bogen e <t<{n angehören. Die untere Grenze von T sei u, die obere v. 
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Offenbar ist 0u<u<v<oa. Der Punkt t=0 hat vom Bogen e <t<n 

eine von Null verschiedene Entfernung; deshalb wird ein gewisser Bogen 

0<t<Ze mit dem Bogen (e,rn) keinen gemeinsamen Punkt haben. Ks 

ist also u > e und man hat daher die verschärfte Ungleichung: 
0o<u<v<o,. 

Der Fallv <« läßt sich leicht erledigen. Alle gemeinsamen Punkte 
der beiden Bogen 0<t!<.a und e <t<{n liegen jetzt auf dem Bogen 
0<t<v,v<o. Der Punkt t= « hat vom Bogen 0 <t<Zv eine von 
Null verschiedene Entfernung. Daher wird ein gewisser Bogen e <t<e- &, 
keinen solchen gemeinsamen Punkt enthalten, vielmehr liegen alle diese 
auf einem Bogen «+, <t<{n. Die über dem Bogen e <t<{n schon 
konstruierte Raumkurve hat daher über einem beliebigen gemeinsamen 
Punkt der Bogen 0 <t<.a und @e<{It<{n eine Höhe, die kleiner als 
x(@-+ 8) ist. Man lasse daher x(t) schon in der ungefährlichen Zeit 
0<t<u von 0 bis x(@-+e) und dann in der Zeit wv<t<e von 
+(@-+ &,) bis @ linear anwachsen. Damit ist x(t) für 0 <t<{n konstruiert 
und besteht also in dem betrachteten Falle v < « aus drei linearen Stücken. 

Ist v=«, so nehme man alle Werte t, die in das Intervall 
e<t<n fallen und gemeinsame Punkte der Bogen 0<t<e«e und 
e<t<n liefern. Die untere Grenze dieser Werte t sei w. Es ist 
w> «a. Hier läßt sich wieder der Fall w> « ohne Schwierigkeit erledigen. 
Alle gemeinsamen Punkte der oft erwähnten zwei Bogen fallen auf den 
Bogen w<t<n, wo w>e« ist. Über einem solchen gemeinsamen Punkt 


hat die für @<t<{n schon konstruierte Raumkurve eine Höhe, die 
höchstens gleich x(w) ist. Also wähle man ein w, zwischen w und «, 
lasse y(t) ın der Zeit 0<t<<Zu von Null bis x(w,), in der Zeit v<!1<e 
von %(w,) bis @ linear wachsen. Wiederum ließ sich y(t) für 0 <t<n 
aus drei linearen Stücken zusammenfügen. 

Zu erledigen bleibt noch der Fall v= «= w. 

In diesem Falle wähle man eine monoton wachsende, gegen « kon- 
vergierende Folge von Zahlen: 

u 6 VE _ OURSPRTE 

Die Werte t, welche gemeinsame Punkte der Bogen 0 <t<Z«” und 
e<t<n liefern und welche größer als « sind, sollen die Menge T, 
bilden. Die untere Grenze von 7, heiße w”. Da T, in 7,,, enthalten 


n 
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ist, ist offenbar w"tH? <w®,. Daß w” >a« ist, folgt unmittelbar aus der 
Definition. Es besteht aber auch die schärfere Ungleichung »® > «. Der 
Punkt {=«@ hat nämlich vom Bogen 0<t<e«e” eine von Null ver- 
schiedene Entfernung. Daher wird ein gewisses Intervall e <t<a+ e, 
keinen Punkt von T' enthalten, so daß w” >04 €, ıst. Endlich ist 
lim w"” = «, da in einem beliebigen Intervall e <t<a-+e (zufolge der 


n= © 
Gleichung w= «) Punkte liegen, die einer der Mengen T', angehören. 
Aus den angeführten Eigenschaften der Zahlen w", w®,... folgt, daß man 
aus ihnen eine effektiv abmehmende Teilfolge w, > w, > w, > ++» auswählen 
kann, die gegen « konvergiert: limw, =e«. Ist w,= w”, so soll «= «, 


n=%& 


gesetzt werden. Die Folgen «,,@,,... und %,, %,,... haben dann folgende 
Eigenschaften: Es ıst «8 >w. Die «,„ nehmen (effektiv) monoton gegen 
« zu, die w, nehmen (eflektiv) monoton gegen « ab. Die gemeinsamen 
Punkte der Bogen 0<t<e, und e<t<n fallen auf den Bogen 
wen. 

Nehmen wir einen gemeinsamen Punkt der abgeschlossenen Bogen 
(0,«@,) und (a,n). Die Höhe der für e<<t<<{n schon konstruierten 
Raumkurve über diesem Punkt ist <x(w,) <x(w,.ı). 

Daher kann man x(t) in der Zeit 0<t<{«e, ohne irgendwelche 
Kollisionen befürchten zu müssen, wie folgt definieren: In der Zeit 0 <t<u 
soll x(£) von Null bis x(w,), in der Zeit v<t <a, von x(w,) bis x(w,), 
in der Zeit , <t<o,., von X(%,;s) bis x(w,;s) linear zunehmen. 

Ist also v=«@=w, so ist x(t) für O<t<{n aus einer abzählbar 
unendlichen Folge linearer Stücke zusammengesetzt. 

Hiermit ist die Existenz von %(t) für alle möglichen Fälle der ge- 
machten Voraussetzung erwiesen. 

8. Der Satz soll jetzt auf ein instruktives Beispiel angewandt werden. 

Man nehme ein Quadrat ABCD, welches eine Heübert-Peanosche 
Kurve z=glt), y= vlt), 0 <t<n bildet. Zur Zeit {=0 sei der be- 
wegte Punkt in A, zur Zeit {=n in D. Diese offene Kurve ist gewiß 


die Projektion einer offenen, nur einfache Punkte enthaltenden Raumkurve. 
(Man wähle z. B. als dritte Funktion z=t.) — Jetzt aber soll ein Punkt 
in der Zeit a <t<{2n die Schlußseite des Quadrates beschreiben; man 
erhält so eine geschlossene ebene Kurve. Diese ist, da die Hudbert-Peano- 





=] 
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sche Kurve einfache Punkte besitzt, die Projektion einer (geschlossenen) 
Jordanschen Raumkurve. 

9. Die angegebene hinreichende Bedingung (die Existenz eines 
einfachen Punktes) ist im übrigen keine notwendige. Man betrachte z. B. 
einen Bogen einer gemeinen Schraubenlinie, der zumindest einer Umkreisung 
der Schraubenachse entspricht. Verschiebt man diesen Bogen m der 
Achsenrichtung um ein hinreichend kleines Stück, so wird das gestreifte 
Gebiet von einer Jordanschen Kurve begrenzt, deren Projektion auf eine 
zur Achse senkrechte Ebene nur mehrfache Punkte hat. 

10. Wen man genau abwägt, in welcher Weise die Existenz eines 
einfachen Punktes in dem obigen Beweise in Anspruch genommen wurde, so 
kommt man zu einer hinreichenden Bedingung für die Existenz einer 
Ergänzungsfunktion, welche weniger postuliert, als die Existenz eines 
einfachen Punktes. 

Es seien gegeben die Funktionen y und w mit der kleinsten ge- 
meinsamen Periode 2rnr. Für die Existenz einer Ergänzungsfunktion ist es 
hinreichend, daß es drei Werte: a <b<c<<a+ 2n geben soll mit folgenden 
Eigenschaften: 

l. der Punkt t=a der Kurve z= ylt), y= w(t) hat eine von Null 
verschiedene Entfernung vom Bogen b<t<Zc der Kurve; 

2. der Punkt t=b est ein einfacher Punkt des Bogens a <t<-b 
und der Punkt t=c ein einfacher Punkt des Bogens e <t<a-+ 2n. 

Auf Grund der Voraussetzung, daß a,b, c 


diese Eigenschaften besitzen, läßt sich nämlich | > ER Be 

der obige Beweis Wort für Wort wiederholen. : ER K 
Diese Voraussetzung postuliert aber in n 

der Tat weniger, als die Existenz eines einfachen £ Dr En. 

Punktes. Es ist evident, daß sie erfüllt ist, ih 


wenn ein einfacher Punkt vorhanden ist; sie 
kann aber auch erfüllt sein, ohne daß ein ein- 
facher Punkt existiert. Wickelt man z. B. die K- —— 











nebenstehende Figur 1 auf den Zylinder + y?=4 
auf, so daß die Grenzgeraden Erzeugende des 
Zylinders werden, und läßt man dann einen Punkt die aufgewickelte Figur 
so durchlaufen, wie es die Pieile und Zeitangaben andeuten, so wird für 
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die (x, y)-Projektion der Bahnkurve die (a, b, c)-Bedingung erfüllt sein, 
obzwar jeder Punkt dieser Projektion ein mehrfacher ist. 





Fig. 2. 


t:0 





11. Auch diese Bedingung ist keine not- 


t:27r wendige; durch Aufwickelung der Fig. 2 erhält 


man eine Jordansche Raumkurve, auf deren (x, %y)- 
Projektion keine drei Punkte die a, b, c- Bedingung 
erfüllen. 

Die Frage nach der notwendigen und hin- 
reichenden Bedingung für die Existenz einer Er- 
gänzungsfunktion scheint mir (da so wenig postu- 
lierende hinreichende Bedingungen noch immer 
nicht notwendig sind) nicht unwesentliche Schwierig- 
keiten zu verursachen. — 


An dieser Stelle möchte ich auch ein leichtes Versehen in meiner 
Arbeit in Bd. 143 dieses Journ. (auf welches mich auch Herr Tietze in 
freundlicher Weise aufmerksam machte) rektifizieren. Daselbst steht S. 298 
die Gleichung lim A,=r, die durch lim h,<r zu ersetzen ist. Der Fall 


n=& 


lim A, <r macht jedoch keinerlei Schwierigkeiten, da man in diesem Fall 
den bewegten Punkt in der Zeit r<t<Z{r, im gefahrlosen Streifen 
lim A„<y<{r bergab führen kann. 
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Uber Funktionen, die auf einer abgeschlossenen 
Menge stetig sind. 


Von Herrn Heinrich Tietze in Brünn. 





Die Beschäftigung mit dem hier behandelten Gegenstand nahm von einer 
(aratheodory-Fejerschen Frage über ebene Jordansche Kurven und verwandten 
topologischen Fragen ihren Ausgang*). Ein dabei verwendeter Satz über 
gewisse unstetige Funktionen einer Veränderlichen läßt sich aber auf 
Funktionen irgendeines Gebietes des n-dimensionalen Raumes, noch allge- 
meiner einer Frechetschen „Klasse E“ ausdehnen (Satz 1). Nach einem 
einfachen Beweis für den speziellen Fall des R, wird der allgemeinere für 
beliebige Klassen E mitgeteilt. 

Durch Herrn H. Hahn, dem ich den letztgenannten Beweis mitteilte, 
wurde ich auf die Verwandtschaft dieses Satzes mit den folgenden beiden 
Fragen hingewiesen: erstens die Frage der Ergänzbarkeit einer auf einer 
abgeschlossenen Menge in einer Klasse E definierten stetigen Funktion zu 
einer in ganz E definierten stetigen Funktion; zweitens die Frage der 
Ausdehnung vom R, auf beliebige Klassen EZ des Satzes von R. Baire**), 
daß jede oberhalb halbstetige Funktion sich als Grenze einer monoton 
abnehmenden Folge stetiger Funktionen darstellen läßt. Es ließ sich nun 
in der Tat die Beweismethode des Satzes 1 leicht zur Erledigung dieser 
Fragen benützen (Satz 2 und 3). 


*) g, die folgende Note: „Bemerkungen zu den Sätzen von .J. Päl über ebene 
und räumliche Jordansche Kurven“. 

**, „Sur les series & termes continues et tous de möme signe“, Bulletin de 
la Soc. math. de France, t. 32 (1904), p. 125. 


Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 
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l. Wir betrachten (im allgemeinen unstetige) Funktionen f(X), die 
in den Punkten X einer Menge M des R, definiert sind, und beweisen den 

Satz 1: Zu jeder in der Menge M definierten, beschränkten und be- 
züglich M ın allen Punkten der abgeschlossenen Teilmenge T von M stetigen 
Funktion f(X) gibt es eine auf M stetige Funktion F(X), die in T mit 
f(X) übereinstimmt und sonst durchwegs > (X) ist*). 

Von Interesse ist derjenige Spezialfall für die Voraussetzungen dieses 
Satzes, in dem f(X) eine beschränkte Funktion eines n-dimensionalen Ge- 
bietes @ ist, die an der Grenze 7 des Gebietes stetig ist (M= @+T). 

Beweis: Man teile den R, in n-dimensionale Einheitskuben und 
jeden derselben in immer kleinere Kuben durch fortgesetzte Halbierung 
der Seitenlänge. Wir betrachten dann alle Kuben K, der Seitenlänge 1, 
die ım Inneren oder am Rand Punkte von M—T, jedoch keinen Punkt 


von T enthalten, dann für » >1 alle Kuben X, der Seitenlänge u die 


nicht Teile von Kuben X,,K,,... K,_, sind und im Inneren oder am Rand 
Punkte von M—T, jedoch keinen Punkt von T enthalten. » heiße der 
Index von K,, und M[f, K,] bezeichne den größten Wert, den die Funk- 
tion f(X) im Inneren oder am Rand von K, erreicht, oder dem sie beliebig 
nahekommt**). Sei B ein Eckpunkt eines K,; wir betrachten alle 
Kuben K,, denen B als Randpunkt angehört, bezeichnen mit v(B) und 
w(B) den größten Wert des Index, bzw. das größte M[/, K,] für diese 


Kuben. Dann sei 
F(B) = w(B) + dm» 


unter d,,dg,... d,,... positive Zahlen mit lim d, = 0 verstanden. 


==00 


*) Sei bemerkt, daß der folgende Beweis auch den Fall miterledigt, daß /(X) 
nur innerhalb jedes endlichen Teiles des %„ beschränkt (bzw. unter einer Schranke 
gelegen) ist. Aber auch für im Endlichen nicht nach oben beschränkte (X) gilt der 
Satz, wobei der Beweis nur so abzuändern ist, daß bei der Konstruktion der K, jene 
Punkte X zu 7 hinzuzunehmen sind, für die lim /(Y) = + co ist. Für diese Punkte 


bleibt natürlich F(X) undefiniert. — [Die folgenden Konstruktionen haben eine gewisse 
Ähnlichkeit mit solchen bei R. Baire, Bull. d. l. Soc. math. d. Fr., t. 28, p. 173ff. — 
Zusatz bei d. Korrektur. ] 

**, d.i. also die „obere Grenze“ (borne sup£rieure) der Werte von f auf K, 
in der Terminologie der Enzyklopädie IA 3, Nr. 16; I A1, Nr. 6 (Ene., ed. frang., 
13, Nr. 20; II1, Nr. 6), beziehungsweise das „Maximum“ von f in K, in der Be- 
zeichnungsweise von R. Baire; vgl., auch bezüglich des verwendeten Symbols, Annali 
di Mat., ser. III, T. III (1899), p. 5; Eneyeclopedie, &d. frang., II 2, Nr. 22. 
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Weiter sind die zur Grenze jedes Kubus Ä, gehörenden r-dimen- 
sionalen Kuben zu betrachten (1<r<n-—1), also für 7=|1 seine 
Kanten, für =2 die Quadrate seiner Begrenzung usw. Ein z-dimen- 
sionaler Randkubus R eines Ä, heiße ein elementarer, wenn er jedem Kubus 
K,, auf dem innere Punkte von AR liegen, ganz angehört (sei es als Rand- 
kubus, sei es als Teil eines solchen). Jeder 7-dimensionale Randkubus 
eines X, zerfällt in eine endliche Anzahl elementarer Randkuben. Wir 
nehmen nun an, für die Punkte der elementaren (7 — 1)-dimensionalen 
Randkuben sei F(X) bereits definiert, und wollen F(X) nun für die 
Punkte eines beliebigen elementaren -dimensionalen Randkubus R delfi- 
nieren. Wir benützen, daß F nach Voraussetzung für jeden Randpunkt 
von R definiert ist; (diese Voraussetzung ist für == 1 erfüllt, denn in 
diesem Falle, wo R eine elementare Kante ist, besteht der Rand von R 
aus zwei Punkten B). Sei dann a das Maximum, b das Minimum von 
F(X) auf dem Rand von R, c irgendein Wert zwischen «a und b (nur 
für a«=b wäre c=a zu setzen) und C irgendein Punkt im Inneren 
von R, so werde F(C)=c gesetzt und F(X) auf jedem Radiusvektor 
von C zu einem Randpunkt von R als lineare Funktion der Entfernung 
von Ü angenommen. Dieses Verfahren liefert F(X) für alle elementaren Rand- 
kuben der K, und schließlich, für z = n angewendet, auch für alle Punkte X 
der Ä, selbst. Es ist leicht zu sehen, daß die hiermit für alle Punkte ? 
von M—T definierte Funktion F(P) stetig und in M—T größer als 
f(P) ist, ferner, daß für jeden Punkt Q@ von T, der Häufungspunkt von 
M—T ist, auch F(Q)= lim F(P) existiert und gleich f(®) ist. 


P=Q 
Für 7=1, das ıst für die elementaren Kanten, ließe sich die 


Definition von F(X) noch dadurch vereinfachen, daß man F(X) zwischen 
den beiden Randpunkten B der Kante einfach linear nimmt. Ist speziell 
n=1 und besteht M — T aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl von 
Intervallen m <z << m,, so braucht man in jedem Intervall an Stelle 
der Punkte B nur überhaupt irgendeine Punktmenge des Intervalls zu 
wählen, die = m und z= m, als einzige Häufungsstellen hat*). 

2. Wir wollen nun beweisen, daß Satz 1 nicht nur gilt, wenn die 





erwähnten topologischen Frage gewidmeten Arbeit, dieses Journal, Bd. 143, S. 294. 


)%* 
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irgendeine Frechetsche Klasse E, das heißt*) eine Gesamtheit von Ele- 
menten (, Punkten“), so daß für je zwei von ihnen, A, B, eine Definition 
des Abstandes (ecart) (A, B) vorliegt, die den Forderungen 

(4, 4A)=0, (4, B)= (B, 4A) >0 für A+B, (4,B)<(4,C)+(C, B) 
genügt. 

Sei vorweg bemerkt, daß der allgemeine Fall des Satzes 1 durch 
Addition einer Konstanten zu f auf den speziellen zurückgeführt werden 
kann, daß die Werte f alle über einer positiven Schranke A liegen. Mit 
P werden im folgenden die Punkte von M —T, mit Q jene von T be- 
zeichnet. Es bezeichne ferner**) o(X, T) den Abstand eines Punktes X 
von T. Für jeden Punkt P definieren wir g(P) als das Maximum 


6; “ ua PRO 
| d+ X, Pe’ M |, das ist den größten Wert, den der Ausdruck 


X 1 
e +, Pr en 

in den Punkten X von M erreicht oder beliebig approximiert; dieselbe 
Definition nehmen wir für g(Q), das heißt, da dann o = & wird, g(Q)=f(P). 
Man sieht, daß g(P)>f(P) ist, indem man X=P setzt. Daß ferner g 
in jedem Punkt P stetig ıst, folgt aus der Stetigkeit von (X,P) und 
o(P) und damit des Ausdruckes (1.) als Funktion von P. Zum Beweis 
der Stetigkeit von g in einem Punkt Q werde um Q eine Umgebung ***) 


U so abgegrenzt, daß f in U zwischen f(Q)—e und f(Q)+ e liegt 
(0< e < = In U wählen wir eine engere Umgebung U, von @, so 
daß für alle in U, liegenden Punkte P und außerhalb U liegenden Punkte X 
der Abstand (X, P) über einer positiven Schranke, sie heiße 9, liegt. 
‚In U, wählen wir eine engere Umgebung U,, so daß o=o(P) für alle 
Punkte P von U, der Bedingung genügt: (1+ 9)’ > [« eine obere 
Schranke von f(X)]. Für alle P in DO, und X außerhalb U ist dann 


IX) u /(Q) L 
(L+(X,P)e < (+9) ot BE og KQ)-7 <fQ) — 8. 





= Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo, 22 (1906), pp. 1—74, Nr. 49. 
**, Konform mit A. Sehoenflies, Bericht II., Jahresber. der Deutsch. Math. Ver., 
Ergänzungsband 2, S. 102. Ein Punkt & mit (X,Q) = o(X,T) muß nicht existieren. 
***) (Gesamtheit aller Elemente, deren Abstand von @ unter einer positiven 
Zahl liegt. 
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Wenn P ın Ü, ist, kommen also für das Maximum von (1.) nur Punkte X, 
die in U liegen, in Frage und es ist dann f(Q)— e<f(P)<g(P)<f(Q)+e, 
somit lim g(P)=f(@)=g(%), wie verlangt. 

P=Q 


Bedeutet dann y eine übrigens beliebig kleine positive Zahl, so 
leistet die durch F(X)=g(X)+y:-o(X,T) definierte Funktion alles 
Verlangte *). 

Zusatz. Wenn die Funktion f(X) des Satzes 1 für alle Punkte ? 
von M—T den Ungleichungen f({P) <C, lim f(X) <C genügt, so kann 

X=P 


auch F(X) der Ungleichung F(P) <C entsprechend bestimmt werden. 
In der Tat ist dann g,(P)<<C, und man braucht nur zu setzen: 
F(P)=g,(P)+ der kleineren der Größen y-e(P,T) und 1(0 —g,(P)). 
3. Im Anschluß an den vorstehenden Beweis ergibt sich unmittelbar 
ein Beweis für den folgenden Satz, der eine Verallgemeinerung eines von 
R. Baire (l. c.) für den R, als Grundmenge bewiesenen Satzes darstellt: 
Satz 2: Sei eine auf der Menge M(in einer Frechetschen Klasse E) 
definierte Funktion f(X) beschränkt und oberhalb halbstetig, so daß für alle 
X von M giüt: 
(2.) im/(Y<f%); 


Y=X 
sei ferner f(X) bezüglich M auf der abgeschlossenen Teilmenge T von M 
stetig. Dann gibt es eine Folge von auf M stetigen Funktionen F,(X), 
F,(X),... F,(X),..., die den Bedingungen genügt **): | 
F,..(P) <F,(P) für alle Elemente P von M—T, (vr >|) 
F,(®) = f(Q) für alle Elemente Q von T, (v>]1) 
lim F,(X)= f(X) für alle Elemente X von M. 


Den Fall, daß 7 die Nullmenge ist, d. h. gar kein Element enthält 
(vgl. unten den „Zusatz‘“), schließen wir zunächst aus. Yı,Ya3+.-Yrs ++: 





*) Im vorstehenden kann man statt g(X) auch die Funktion 9,(X) verwenden. 
die man erhält, wenn man nicht, wie bei der Definition von g(P), in (1.) X alle 
Punkte von M durchlaufen läßt, sondern nur jene, die Punkte von M — T oder Häufungs- 
punkte von M—T sind. 

**), Daß umgekehrt die Existenz einer konvergenten Folge stetiger F,(X) mit 
den angeschriebenen Eigenschaften stets eine oberhalb halbstetige Funktion f(X) zur 
Grenze hat, folgt ganz ebenso wie bei R. Baire, Bull. d. l. Soc. math. d. Fr., ]. e.. 
$ 2, im Falle von linearen Mengen, bezw. solchen des R,. 
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sei eine Folge abnehmender positiver Zahlen mit lim y,=0. So wie wir 


v=@ 


zur Funktion f(X) in Nr. 2 die Funktion g(X) definiert haben, werde 
nun etwas allgemeiner die Funktion g,(X) definiert, indem wir für o= o(P) 





1 1 
nicht e(P, m’ sondern 1, (PT) nehmen. Die wesentlichen Eigenschaften 


von g(X) bleiben dadurch für g,(X) erhalten: g, (X) ist stetig, und es ist 
,(P)ZHP),g(Q)= FR). Ferner ist 9,,,(P)<g,(P) und limg,(P) 


v=®n 


gleich der größeren der Zahlen f(P) und lim f(Y), also wegen (2.) gleich 


Y=P 

f(P). Die Funktionen F,(X)=g(X)+y,-e(X,T) genügen dann allen 
verlangten Bedingungen. 

Zusatz. Satz 2 gilt auch noch, wenn man für 7 die Nullmenge 
nimmt und dementsprechend 

F,ı(X) < F,(X) für alle Elemente X von M (v>1) 

verlangt. 

Im Beweis für Satz 2 ist dann nur e(X,T) allenthalben durch 
eine Konstante, z. B. = 1, zu ersetzen. 

4. In derselben Art hergestellte Funktionen ergeben auch einen 

Beweis von 

Satz 3. Eine auf einer abgeschlossenen Menge T einer Frechetschen 
Klasse E definverte, beschränkte und stetige Funktion f(®) läßt sich zu einer 
ın allen Elementen X von E definierten und stetigen Funktion ergänzen. 

In der Tat braucht man für ein nicht zu 7 gehöriges X nur f(X) 

I(Q) 


gleich dem Maximum von + (0, für alle Elemente Q von T zu setzen, 
wo 0 = = - N) und g(X,T) gleich dem Abstand des Elementes X von 


*) Man erhält Satz 3 natürlich auch aus Satz 1, sobald man f(Q) zu einer 
den Voraussetzungen von Satz 1 genügenden Funktion f{X) ergänzt. Eine solche 
— speziell oberhalb halbstetige — Funktion erhält man, indem man /(X) definiert 
als den größten Wert, den f(Q) erreicht oder beliebig approximiert in Punkten @Q, für 
die (X, Q)<eo(X,T) + e ist bei.beliebig kleinem e > 0. 














Bemerkungen zu den Sätzen von J. Pal über ebene 
und räumliche Jordansche Kurven. 


(Zum Teil*) aus brieflichen Mitteilungen an Herrn @. Polya.) 


Von Herrn Heinrich Tietze in Brünn. 





1. Gelegentlich des Wiener Naturforscher- und Ärztetages im ver- 
gangenen Herbst erzählten Sie mir von einem von Fejer gestellten Problem 
nach etwaigen Bedingungen, denen die bei ebenen geschlossenen Jordan- 
schen Kurven z=g(t),y= w(t) auftretenden Funktionen „Y(t) genügen 
müssen. Die Lösung, die ich Ihnen damals mitteilte, unterscheidet sich 
natürlich nur in der Formulierung von der inzwischen von Herrn Pal 
veröffentlichten **), und der Beweis, den ich mir dafür zurechtgelegt hatte 
(s. unten Nr. 2), benutzt einen allgemeinen und verallgemeinerungsfähigen 
Hilfssatz***), der in dem verwendeten eindimensionalen Fall mit gewissen 
Überlegungen von Pal enge verwandt ist. 

Von Interesse ist wohl, daß das genannte Problem nach der Ver- 
teilung der Abszissenwerte auf ebenen Jordanschen Kurven ein spezielles 
Beispiel einer sehr ausgedehnten Klasse von bisher, wie es scheint, nicht 
behandelten situs-analytischen Fragen darstellt, von denen einige, wie Sie 
mir schreiben, von Herrn Pal bereits gestellt und mit Erfolg in Angriff 
genommen sind ?): 





*, Nr. 1 und 2 dieser Note. 
**) In der Arbeit: „Über die Existenz einer Jordanschen Kurve z= (tl), y= wit) 
bei vorgeschriebenem (t)“, dieses Journal, Bd. 143, 5. 294 (im folgenden als „Pal, 1“ 
zitiert). 
***) Vgl], die vorhergehende Note: „Über Funktionen, die auf einer abgeschlossenen 
Menge stetig sind.“ 
t) Vgl. die diesen Noten vorangehende Arbeit von Pal: Über Funktionen, die 
Jordansche Gebilde darstellen“ (im folgenden als „Pal, II“. zitiert). 
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(A) Die Frage nach der Verteilung der x-y-Wertepaare auf einer 
geschlossenen Jordanschen (stetigen doppelpunktlosen) Kurve des R;; 

(B) jene nach der Verteilung der &-Werte auf einer im R, ge- 
legenen Jordanschen Fläche (umkehrbar eindeutigem und stetigem Abbild 
der Kugelfläche). 

Ein weiteres Beispiel wäre: 

(C) die Frage nach der Verteilung der x-y-Wertepaare auf einer 
Jordanschen Fläche des R,. 

Die Klasse dieser Fragen hat den Typus: Ausgegangen wird von 
einer Punktmenge M° (Kreislinie, Kugelfläche). Man betrachtet die ihr 
topologisch gleichwertigen, d. i. umkehrbar eindeutig und stetig auf sie 
abbildbaren Mengen M in einem bestimmten R,, charakterisiert durch ein 
geeignetes System von n Funktionen x,= y,(P°), unter P® einen Punkt der 
Ausgangsmenge verstanden. Welchen Bedingungen genügt ein Teil dieser 
n Funktionen, zum Beispiel m von ihnen? Das heißt, wenn die Pro- 
jektion M’ einer solchen M auf einen linearen m-dimensionalen Raum be- 
trachtet wird, von welcher Art ist die eindeutige stetige (aber im allge- 
meinen nicht mehr eindeutig umkehrbare) Abbildung von M’ auf M’*)? 

Daß die Frage (C) durch die Erledigung von (B) nicht miterledigt 
ist, zeigt z. B. die folgende unzulässige x-y-Werteverteilung auf der Kugel- 
fläche M°, bei der die x-Verteilung ebenso wie die %-Verteilung jede für 
sich genommen offenbar zulässig (im Sinne der Frage (B)) ist: Sei 
®+7°+&=1 die Kugel M’, so werde = &,y= & genommen**). 





*) Bei hinlänglich großem n—m sind natürlich außer der Stetigkeit gar keine 
Bedingungen vorhanden. Vgl. Pal, II, Nr.5, Anm.*). 

**, Im Anschluß an Problem (B) selbst noch eine Bemerkung: Herr Pal ist, 
wie ich von Ihnen und ihm selbst erfahre, bereits vor längerer Zeit zu folgender 
notwendigen und hinreichenden Bedingung für (B) gelangt: (a) Existenz einer Jordan- 
schen Kurve auf der Kugelfläche M° (bezw. auf der Jordanschen Fläche M selbst) 
die die Stellen PP, wo x =, (P°) seinen maximalen Wert M annimmt, trennt von 
den Stellen minimalen Wertes m. Ich hatte Ihnen vermutungsweise die gleiche Be- 
dingung geschrieben, zugleich die folgende wohl unschwer als gleichwertig erkennbare: 
(b) Von den zusammenhängenden Gebieten, in die M° durch die Menge aller M-Stellen 
von g,(P°®) zerfällt, enthält ein einziges alle m-Stellen (und umgekehrt). Stellt man 
nun das nächsthöhere Problem nach der x-Verteilung auf im R, gelegenen Abbildern 
der dreidimensionalen sphärischen Mannigfaltigkeit $: ?+7?+@+v?=1, so sind die 
zu (a) und (b) analogen Bedingungen nicht gleichwertig; ist hier eine 2-Wertever- 





og wer 
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Weitere spezielle Fragen erhält man, wenn man an Stelle der 
Kugelfläche in den vorgenannten Fragen (B), (C) Flächen höheren Zu- 
sammenhangs für M° wählt. Hierher gehört denn auch, daß, wenn man 
eine geschlossene einseitige*) Fläche als Ausgangsgebilde wählt, es dazu 
im R, überhaupt kein doppelpunktfreies Abbild gibt. In der obengenannten 
Klasse von Fragen ist überhaupt die von mir gelegentlich**) genannte 
Frage als Spezialfall mitenthalten: Welches ist die kleinste Anzahl n von 
Dimensionen, so daß ein ebener R, ein umkehrbar eindeutiges und stetiges 
Abbild einer vorgegebenen Z-dimensionalen Mannigfaltigkeit enthält? Es 
ist ja durchaus nicht ausgemacht, daß zu jeder /-dimensionalen orientier- 
baren (s. unten Anm. *)) Mannigfaltigkeit ein derartiges Abbild im R,,, 
existiert, allemal, auch wenn 1>2, zum Beispiel = 3 ist. 

2. Eine ebene Jordansche Kurve erhält man, indem man für die 
Punkte i einer Kreislinie zwei stetige Funktionen z= (ft), y= w(t) so 
angibt, daß verschiedenen Punkten { stets verschiedene Wertepaare x, y 
entsprechen. Der Satz von Pal über ebene Jordansche Kurven lautet 
dann in der Formulierung, die ich Ihnen in Wien mitteilte, und die, wie 
Sie mir schreiben, auch Herrn Pal bekannt war: 

Damit es zu einer gegebenen stetigen Funktion <= p(t) eine auf eine 
Jordansche Kurve führende „Ergänzungsfunktion“ y= w(t) gebe, ist not- 
wendig und hinreichend, daß die Maxima und die Minima der Funktion 
p(t) auf der Kreislinie einander nicht trennen. 

Daß die Bedingung notwendig ist, zeigen am einfachsten die schon 
von Pal in I, $ II mitgeteilten Überlegungen. Für den Beweis des Hin- 
reichens verwenden wir den in Satz 1 der vorhergehenden Note als Spezial- 
fall enthaltenen 


teilung im Raum $, zulässig, bei der die M-Stellen und m-Stellen je eine Kreislinie 
bilden, die einander wie zwei aufeinanderfolgende Glieder einer Kette durchsetzen ? 
(b) wäre erfüllt, während es keine sphärische Fläche (aber allerdings Flächen höheren 
Zusammenhangs) in $, gäbe, die die M- und m-Stellen trennt. 

*, Das Wort im absoluten Sinne gemeint: mit Rücksicht auf die Einwendungen 
gegen diesen Sprachgebrauch (s. E. Steinitz, Sitzungsber. Berlin. Math. Ges. 7 [Arch. 
d. Math. u. Phys. (3) 13] wäre vielleicht der Ausdruck „‚nicht orientierbar‘‘ besser 
— ebenso „orientierbar‘‘ statt „zweiseitig*“ — ohne so umständlich zu sein wie „mit 
umkehrbarer Indikatrix* — bezw. „mit nicht umkehrbarer Indikatrix“. 

**) Monatshefte f. Math. u. Phys. 19 (1908): „Über die topologischen In- 


varianten ete.“, $2, Anm. 13; auch $ 16, Anm. 8. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 3 
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Hilfssatz: Wenn die im Intervall a < z2<<b definierte Funktion 
/(z) unter einer oberen Schranke gelegen und lim /(x)= A, lim f(z)= B 
z=b 


ist, so gibt es eine stetige die Bedingungen F(z) >f(x) für a<xr<b, 
F(a)=A, F(b)=B erfüllende Funktion. 

Seien nın m und M Minimal- und Maximalwert von „(t) und 
t,,t, jene der vorausgesetzten Bedingung gemäß vorhandenen Punkte der 
Kreislinie, so beschaffen, daß p(t,)= m, p(t,)=M ist und daß man bei 
Durchlaufen des Kreises in positiver Richtung von t, nach t, nur Werte 
p(t)> m, bei Durchlaufen in positiver Richtung von t, nach t, nur Werte 
p(t)<M antrıfft. Für den Bereich (Kreisbogen) 8, von t, nach t, sei 
u, die erste Stelle, so daß p({)=M für alle 2 von w, bis t,, wobei auch 
u=t, sein kann; analog sei w, im Bereich ®, von t, nach t, die erste 
Stelle, so daß p(t)= m von u, bis t.. 

Für den Bereich ®, werde eine Funktion w,(f) stetig monoton 
zunehmend gewählt, ebenso für den Bereich 3, eine stetige monoton ab- 
nehmende Funktion w,(t) und zwar so. daß w, (t,)= w;(tı) < we(t,) = y, (tl). 
Die einfache stetige Kurve z= y(t), y=w,(t) weist dann im Intervall 
m < 2 <£M für jeden Wert x einen größten zugehörigen Wert y= f,(®) 
auf, analog die Kurve z= y(t),y= w;(t) zu jedem x desselben Intervalls 
einen kleinsten zugehörigen Wert y= f,(x), wobei die Beziehungen gelten: 


lim f, (2) = wı(t)= Yı, lim fı (2) = wı(u) = m; 


z=m z=M 


lim f,(&) = wa (t,) = Y., lim f,(z) = Ya (U) = n2- 


z=M z=m 

Nach dem Hilfssatz gibt es dann eine stetige Funktion F,(x), so 
daß F,(m)=y, F,(M)=n, und F,(x)>fi(2) für m<x< M, ebenso 
eine stetige Funktion F,(x), so daß F,(M) = y,, F,(m) = n, und F,(x) <f,(z) 
für m<x=<M (im Hilissatz — f,(z), — F,(x) für f(x), F(x) genommen). 
Beachtet man dann die Ungleichungen y;(t) > fs(p (t)), Fı(ly(t)) > v;(t), 
fs(®) + Fl) — Pla) > fı(®) für allem <z<M, nn —Yyı >09, y—ın >, 
so erkennt man, daß 2 =y(t), y= w(t) eine geschlossene Jordansche Kurve 
ist, wenn (2) definiert wird durch die Festsetzungen: w(t)= w,(t) in ®,, 
ferner im Bereich 8,: 


ver) HAPE) Felpli)) mt nu Ha Due -(pll)—m) von t, bis w,, 


w(t) = ws(t) von u, bis t.. 
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3. Auch für ein auf Problem (A.) bezügliches interessantes Ergebnis 
von Pal läßt sich mittelst des obigen Hilissatzes ein einfacher Beweis 
führen. M’ ıst wieder die Gesamtheit der Punkte ? einer Kreislinie, M ein 
topologisches Abbild von M’ im R,, M’ die Menge jener Punkte der Ebene, die 
einer stetigen (im allgemeinen nicht einfachen) Kurve z= p(t), y= y({t) 
angehören. Wir beweisen den Satz: 

Damit es zu einer gegebenen stetigen Kurve = y(t), y=w(t) eine 
auf eine Jordansche Kurve z=yY(t), y=w(t), z=x(t) führende Er- 
gänzungsfunktion z=x(t) gebe, ist hinreichend, daß es zwei verschiedene 
Punkte A’, B’ der Menge M’ gibt, so daß die Gesamtheit der Punkte t von 
Mm’, denen A’ entspricht, und die Gesamtheit der Punkte t von M°, denen 
B’ entspricht, einander auf der Kreislinie M’ nicht trennen. 

Der Fall, daß die Kurve 2=y(t), y= w(t) einen einfachen Punkt 4’ 
hat*), ist hierin ersichtlich enthalten, während der ausgesprochene Satz 
ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes von Pal (a. a. O., Nr. 10) ist. 

Zum Beweis betrachten wir in der x-y-Ebene das Kreisbüschel 
mit den Punkten A’ und DB’ als Nullkreisen, wobei wir den durch 


= p np ge 0< 5<1 definierten Zahlenwert $= $(P’), der für alle 
Punkte P’ desselben Kreises denselben Wert hat, als Parameter des Kreis- 
büschels einführen. Mit P’(t) werde der Punkt z= p(t), y= w(t) von M’ 
bezeichnet. Der Gang des Beweises verläuft dann durchaus analog wie 
in Nr. 2. Wir suchen jene Punkte i,,,, %, 4% von M’ auf, so daß: 
P’(t)=4", P’(t,)=B’; P’(t) +4’ für Kreispunkte t von t, bis % (in 
positiver Richtung); P’(t) + B’ für Stellen ? von t, bis t,; u, die erste 
Stelle auf dem Bogen 3, von i, nach t,, so daß P’(t)= B’ für alle t von 
u, bis t,; u, die erste Stelle im Bereich 3, von t, nach t,, so daß P’(t)= 4’ 
von u, bis t.. 





Für den Bereich ®, wählen wir eine Funktion x, (f) stetig monoton 
zunehmend, ebenso %,(t) für den Bereich ®, stetig monoton abnehmend 
und zwar so, daß x,(t)= %altı) <Xa(te) = Xılt8),, Die Punkte der Kurve 
z= oft), y= vlt), z=x,(t), die auf einem und demselben Kreiszylinder 
&= const. liegen (0 <&<<1), weisen hinsichtlich ihrer z-Koordinate einen 
maximalen Wert z= f,($) auf, analog die auf $= const. liegenden Punkte 





*) Pal, II, Nr. 7, 8.4. 
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der Kurve z=g(t), y= vlt), z=%s(t) einen minimalen Wert z= f,($), 
und es ist: 
an h (5) = xı (tı) = 21. ar f (5) = ıı (u) = En 


lim f,(5) = Katz) = 25, Hain f2.($) = X2(%.) = La. 


=1 


Sınd dann F,($), F,($) dem Hilfssatz gemäß konstruierte stetige 
Funktionen, die den Bedingungen: F, (0) =2, F,(1)=&, &(l)= 2, F,(0)=% 
und für 0O<F<1l: F,($)>f,(), F,($) <f,($) genügen, so erkennt man 
analog wie in Nr. 2, daß z=gpflt), y=w(t), z=x(t) eine geschlossene 
Jordansche Kurve ist, wenn in 3, gesetzt wird: x(t)=x%,(t) und in 8;: 
U) =) + PP) FxlsPW)+&—2 + la )(G—z)]EP‘l)) 

von t, bis u,, 
xtü)=xHl) von u, bis t.. 

4. Mit demselben Hilissatz beweist man schließlich auch folgenden 
allgemeineren die Frage (A.) betreffenden Satz: 

Man betrachte die Gesamtheit T der Punkte t der Kreislinie M°’, die 
vermöge = Y(t), y=w(t) auf einen und denselben Punkt A’ der Bildmenge 
abgebildet werden. Diese Punkte t mögen auf einem von t= a, (in positivem 
Sınne) bis t= a, reichenden Kreisbogen CO, liegen*), und es seien a,, @,, dig, ... 4, 
Punkte von T, die in dieser Anordnung auf dem Bogen aufeinanderfolgen. 
Wenn dann auf dem andern Kreisbogen Ü, von a, nach a, der Reihe nach 
Punkte t=b,„b,_1... 5,5, vorhanden sind, so daß der Punkt B;= P’(b,) 
=[7=g(b,), y= w(b,)] von allen Bildpunkten P’(t) des Bogens a, , <t<a, 
verschieden ist (1 <<. p), dann gibt es eine Ergänzungsfunktion 2 = x(t) 
derart, daß <= yp(t), y= w(t), z=x(t) eine Jordansche Kurve wird. 

Dieser Satz enthält für a9=2 (eventuell y=1) das allgemeinere von 
Pal erhaltene Resultat (in II, Nr. 10) in sich, wobei die Bildpunkte P’(a,), 
P’(b,), P’(b,) den Bildpunkten der von Pal mit a,b,c bezeichneten Stellen 
analog sind. 

Beweis**): Für den Bereich C, von i wählen wir irgendeine mono- 
ton wachsende Funktion x%,(t). Ferner wählen wir in jedem der Bogen 





*) Der hier beiseite gelassene Fall a,=a, (also A’ einfach) ist durch den 

Satz in Nr. 3 bereits erledigt. 
**) Für die Existenz einer Ergänzungsfunktion 2 =x(t) hinreichende noch allge- 
meinere Bedingungen als die des vorstehenden Satzes sind die folgenden: P’(t)+ P’ (b;) 
für ı <t<a, 1Sısp; PHFPa)=4 fü bh stsh, 1SisSPp-1; 
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von b, bis b,_, einen Punkt t=c,, (2 <i<{p) und setzen 4, (,= 4, 
Wir brauchen dann nur für jeden Bogen von c, bis c,_, eine stetige Funk- 
tion x%,(t) so zu definieren (1 <<< p), daß %, (c,_,)= X (@;_1) (= Z_1)<% (6) 
= ı(%)(=Z,), ferner Z,_, <xslt) <Z, für „<t<oe,, ist und daß der 
Kurvenbogen 


(1.) = p(tl), y= vlt), 2= %s(t) („<t< 1) 
einfach ıst und mit dem Kurvenbogen 


(2.) = gl), y=yli), 2=XHl) (Wa <t<a) 
keinen Punkt gemein hat (von den Stellen t=,=a, und t=c,=a, 
natürlich abgesehen). 


Hierzu führen wir in der z-y-Ebene wie oben den Kreisschar- 
Parameter S(P)= -—— —— — ein und bestimmen den größten Wert 


f"($), bzw. den kleinsten Wert /,(&) der z-Koordinate aller jener Punkte, 
die sowohl auf dem Kurvenbogen (2.) als auch auf dem Kreiszylinder 
5= const. liegen. Dabei sind /®($) und /„($) monoton und in einem 
Bereich 0<£<9, definiert, — mit 0<9,<1 gemäß der Voraus- 
setzung über die Bj, — und es bestehen die Grenzwerte 

lim [%(&) = 20, lim [9 (9) = 20-9 (9,), 


c 
cs mL 


lim fo(8) = %; lim fa (8) = = fol) 


o— 


mit den Ungleichungen 


P'(t) + P'(a,) für , <St<a,; P’'(t) + P'(a,) für a, <t<<b, [also ohne Voraussetzung 
der Gleichheit der P’(a). Der folgende Beweis des Textes ist hierauf mit 
leichten Modifikationen übertragbar: Man benützt die Kreisscharparameter &;,;(P’) 
= P'A;?:(P’A}5” + P’Bi)’; 24, und 2® werden definiert als größter, bzw. kleinster Wert, 
so daß der Kurvenbogen (2.) die Strecken (z, y) = Ai, ka << und (z,y)= 4;, 
M<z<sZ enthält (2.4 <{2® abgesehen von einem trivialen Fall. Dann sei 
zu << <L2z®9; LE) wird definiert als Maximum von = auf (2.) und &;=$=const. 
für O<E< 9, und als lineare Funktion wie im Text für ;<S!<si1. Gleichfalls 
beizubehalten sind die Definition von F(£) und %(f) für „<t<b (wobei &=&;,; 
zu setzen ist) und damit des Stückes $ des Kurvenbogens (1.) für «<t<b. Dann 
wird /w(&) definiert als kleinste der drei Zahlen: 1) bzw. 2) Minimum von z auf 5, 
bzw. (2.) und &;_ 1:=&=const., 3) $%, — diese letztere Zahl darum hinzugenommen, 
um lim /o(d=% und nicht bloß >% zu erhalten. Es ist fuy($) > 2%, für E>0. 


Die Definition von Fu(@) und %(t) für ,<t<c_, wobei $=&;_1, zu setzen ist, 
erfolgt dann wie im Text. [Zusatz bei d. Korr.]. 
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(3°.) | M<Z, > 
(3°.) ce < 2”, Can > 2%); 
(3°.) M>Ly. 


Wir schreiben in den Ungleichungen (3°.) die Zeichen <,> statt <,>, 
weil Gleichheitszeichen nur in dem trivialen Falle 9,= 0 eintreten können, 
in dem P’(t)= 4 ist für alle von a,_, bis a,; da wir dann den Bogen 
(a;_,,a,) mit einem der benachbarten Bogen (a,_,,a,_,) oder (a, q;,,) 
hätten zusammenfassen können, so können wir diesen Fall ausschließen. 
Wir führen eine der Ungleichung 2® >};>z,, genügende Zahl ;, ein und 
erweitern die Definition der Funktionen f®(£), /„($), indem wir sie im 
Bereich 9, <$ << 1 linear und der Gleichung /" (1) = /,(1) = $; entsprechend 
annehmen. Offenbar gilt dann auch im erweiterten Bereich 0<5<I1: 


(4.) PIC): 
Dem Hilissatz gemäß gibt es zwei stetige Funktionen F®($), F,($), die 
den Bedingungen 

(5.) FDP, Fold) <tol) für 0 <5<IL, 

F®(0)= 2", F,(0)= 2, FP(l)=F®()=;; 

genügen. Da für 5>0 die Ungleichungen fP($) <z”, fu($) >2u, be- 
stehen, so können F®, F,, speziell so gewählt werden*), daß auch 

(6.) F9(£) <z29, Fu(E) > 2, für 5>0 
erfüllt ist. Setzt man dann für den Bereich ,<t<Zb, 


galt) = FO) +LZ— FI. 
und für den Bereich , <t<oe, , 
2) = Fol) For) Zul 


so erkennt man aus den Beziehungen (3.), (4.), (5.), (6.) leicht, daß der 
entstehende Kurvenbogen (1.) einfach ist, abgesehen von den Endpunkten 


zwischen z=Z,_, und z2=Z, verläuft und den Kurvenbogen (2.) nicht 


trifft (von den notwendigen Ausnahmefällen = c, und t=c, abgesehen), 
somit allen Anforderungen genügt. 

Natürlich kann man nach Aufstellung der Funktionen f.($) und 
f”(£) den Aufbau eines geeigneten ys(t) leicht auch stückweise linear vor- 


nehmen, in engerer Annäherung an die Methoden von Herrn Pal. 


*) s. in der vorhergehenden Note Nr. 2, Zusatz zu Satz 1. 
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5. Daß übrigens keine der in den vorstehenden Sätzen angeführten 
hinreichenden Bedingungen für das Vorhandensein einer Ergänzungsfunktion 
2=yx(t) zum Funktionenpaar z= y(t), y= w(t) notwendig ist, zeigt das 
folgende Beispiel. Man zeichne. in der x-y-Ebene zwei Dreiecke ABC, 
CODE mit der Ecke C als einzigem gemeinsamen Punkt. Den Verlauf der 
Kurve z= p(t), y= w(t) beschreibe dann das Symbol 
0,4,B,0,D,E, 0,4,B,0,D,E,... 

Ar re 
mit der Bedeutung, daß der Kurvenpunkt P’(t) zunächst die Dreiecke 
CABC und CDEC abwechselnd in der angeschriebenen Reihenfolge der 
Eckpunkte im ganzen v-mal, hierauf noch einmal CO ABC und dann CEDC 
(dieses Dreieck also in umgekehrtem Sinn) durchlaufe. Die Indizes der 
A, B,C,... geben an, das wievielte Mal der Punkt A, bzw. B,C,... dabei 
durchlaufen wird. Man kann sich davon überzeugen, daß für »>2 kein 
Punkt des Doppeldreiecks die Eigenschaften des Punktes A’ in dem Satz 
der Nr. 4 aufweist. Gleichwohl gibt es hier eine Ergänzungsfunktion 
z=x(t), die zu einer einfachen Raumkurve führt. Man braucht die 
z-Werte nur so zu verteilen, wie es die folgenden Ungleichungen andeuten 
(wobei zum Beispiel A, < A, bedeutet, daß bei einem dem obigen Symbol 
entsprechenden Durchlaufen der Raumkurve der erste Punkt mit der 
Projektion A tiefer liegt als der zweite): 

A<LA,<<A,, Du<D <D,<:"<D,, 
B<B,<:..<B,,ı; En <EKb<E<:<E, 

(„na= n <G,<(, <<, <Gg<Ue,< + <l,. 

Danach könnte man vermuten, daß Kurven 7=pf{t), y= w(t), die 
nicht Projektion einer räumlichen Jordanschen Kurve sind, von der Art 
sein müssen, daß dieselbe Kurve mehrmals im wesentlichen in derselben 
Weise durchlaufen wird, von unwesentlichem Hin- und Herlaufen auf 
Teilen der Bahn natürlich abgesehen. Wenigstens sind alle zurzeit be- 
kannten Beispiele von dieser Art (vgl. Pal, II, Nr. 4 und Nr. 6; die 
reine Periodizität des ersten dieser Beispiele ist natürlich unwesentlich). 











Über einige Existenzprobleme der Variationsrechnung. 


Methode der unendlichvielen Variabeln. 


Von Herrn Leon Lichtenstein in- Berlin. 





Es sei f(z,y) eine für alle x in dem Intervalle (0,rn) und alle 
reellen % erklärte, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung in bezug auf y stetige, einer Ungleichheit 


(a, y) > A 
genügende Funktion. Das Integral 


[9 nan]ae 


hat für alle nebst ihrer Ableitung erster Ordnung stetigen, für = 0 und 
z=n0 verschwindenden Funktionen y(z) eine endliche untere Grenze d. 
Zur Bestimmung derjenigen dieser Funktionen, welche der Beziehung 


(1) SICH + rw n]ar- 


0 . 
genügen, wird in der vorliegenden Arbeit ein Verfahren eingeschlagen, 


dessen Grundgedanke sich, wie folgt, kurz wiedergeben läßt. 
Es sei y”(z) (n=1,2,...) eine unendliche Folge von Vergleichs- 
funktionen, die so beschaffen sind, daß 


(2.) SEI +1& ym]|az- a,, 
(3.) lim d, = d 


ist. Eine Folge dieser Art explizite anzugeben, macht gar keine Schwierig- 
keiten. (Vgl. Kapitel I, $1.) Wir setzen 
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1..0c9) _ 
(4.) y”(@)= 2 —- siniz. 
Die Reihe rechter Hand konvergiert unbedingt und gleichmäßig. Wie im 
Kapitel I, $ 2 des näheren auseinandergesetzt ist, kann man aus der Folge 
y"(z) (n=1,2,...) eine Teilfolge 


1... gm) 


(5.) n"(2)= 3 ",- siniz (n=1,2,... 


aussondern, so daß für alle ganzzahligen © der Grenzwert 


(6.) lim gr =$, 


n=o 


existiert. Die unendliche Reihe 


en &; i ı 
>: T sın ?z2 
i 


konvergiert unbedingt und gleichmäßig. Die Funktion 


1... x, 
(7.) y(2)= a sin %% 


hat in (0, rı) stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung, verschwindet 
für 2=0 und 2=n, genügt der Differentialgleichung 


d? 6) 
(8.) Gi =1 öy f(z, y) 


und ist eine Lösung unseres Variationsproblems. 

Die Auswahl unter den Funktionen der Folge y”(x) (n= 1,2,...) 
wird also so getroffen, daß die entsprechenden Fourierschen Koeffizienten 
allemal konvergieren. Der Beweis, daß y(xz) die gewünschten Eigenschaften 


hat, beruht in erster Linie darauf, daß die Integrale fi "He, y) sinlzdx 
0 


(l=1,2,...), als Funktionen der unendlichvielen Variabeln &, (=1,2,...) 
betrachtet, vollstetig sind. 

Das vorhin in seinen Grundzügen auseinandergesetzte Verfahren 
wird zunächst auf verschiedene eindimensionale Variationsprobleme ange- 
wandt. Es ergeben sich so in I $ 4 periodische Lösungen (y(x+2n)=y(x)) 


der nichtlinearen Differentialgleichung 


(9.) I = Ba, y). 


&(z,y) bezeichnet hier eine für alle reellen x und y erklärte, nebst ihrer 


Ableitung 3, stetige Funktion, die überdies den Beziehungen 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 4 
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(10.) P(a+27,y)=&(a,y), Pisy)>0 y>e), Piuy)<0 yS-e) 
genügt, unter & einen übrigens willkürlichen positiven Wert verstanden. 
Die gefundene Lösung ist keine Konstante, sofern noch vorausgesetzt wird, 
daß &(z, y) für keinen Wert von y in dem Intervalle - a<y<oe in 
bezug auf z identisch verschwindet. 

In I $5 wird eine stetige, periodische Lösung (y(x+2n) = y(«)) 


der Differentialgleichung 


(11.) iR k(z) e 


da? 
bestimmt, deren erste Ableitung in einem vorgegebenen Punkte 5 eine 
durch die Beziehung 


(12.) ZYE+0)-LyE-09)=-—h 


charakterisierte Unstetigkeit aufweist. Die Funktion k(x) ist stetig und 
wesentlich positiv: 

k(2) >k,>0. 
h, ist eine willkürliche positive Zahl. 

In I 86 wird ein isoperimetrisches Problem betrachtet. 

Das zweite und das dritte Kapitel sind der Betrachtung zwei- 
dimensionaler Variationsprobleme gewidmet. Die Durchführung der Methode 
ist hier schwieriger, gelingt jedoch, ohne daß man genötigt ist, zu den 
schärferen Hilfsmitteln der neueren Analysis (wie dem Lebesqueschen 
Integralbegriff, dem Fischer- Rieszschen Satze usw.) Zuflucht zu nehmen. 

Es sei T ein von einer endlichen Anzahl geschlossener, regulär 
analytischer Kurven $ begrenztes endliches Gebiet, P(z,y,w) eine für 
alle (z,y) in T und auf S und alle reellen « nebst ihren partiellen Ab- 
leitungen der beiden ersten Ordnungen stetige, den Beziehungen 


0° 
<A, |55 Pe y, u) | <A, 





(13.) Pia,y,u) >0, Pia, Y, u) 





senügende Funktion (A, ist eine Konstante). 

In den $$ 1 bis 3 des zweiten Kapitels wird, von einem Variations- 
problem ausgehend, eine beschränkte, in 7’ nebst ihren partiellen Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen stetige Lösung der Differentialgleichung 


ou , Mu 15) 


(14.) Sat 5m=t5, Play % 


oy? ? ou 
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bestimmt, die auf S eine vorgeschriebene, der Einfachheit halber regulär 
analytische Folge von Werten annimmt. 

In seinen bekannten Arbeiten über die partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus hat Herr $. Bernstein 
ausgedehnte Klassen nichtlinearer partieller Differentialgleichungen von 
der Form 


1) Aaym nat 2BenD gt ler), 
= D(z, y, 2,9, 9), P=2, 1-5, 
angegeben, für die das erste Randwertproblem eine Lösung hat*). Die 
von uns betrachtete Differentialgleichung (14.) ist von einem viel spezielleren 
Charakter, gehört aber im allgemeinen den von Herrn $. Bernstein unter- 
suchten Klassen nicht an. 

Die in dieser Abhandlung eingeschlagene Methode gestattet indessen 
in einer Hinsicht über die Resultate des Herrn $. Bernstein hinauszugehen. 
Sie läßt sich z. B. ohne weiteres auf die Auflösung des zweiten und des 
dritten Randwertproblems anwenden. 

Im Kapitel III wird eine beschränkte, in 7 nebst ihren partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Lösung der Differential- 
gleichung 


Ö 
(16.) aA! ap. 9 3 anf (© Y; u) 
bestimmt, die auf S der Bedingung 


(17.) u 


on 


genügt. Hierin bezeichnet wie üblich _ die Ableitung in der Richtung 
- 


der Innennormale, g(2, y) eine in T und auf 5 nebst ihren partiellen Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung stetige, nichtnegative Funktion, 
h eine auf S erklärte wesentlich positive Funktion (k>h>0). Das 
zugehörige Variationsproblem lautet jetzt so: Unter allen in T und auf S 
stetigen Funktionen u(x, y), die in T abtellungsweise stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung haben und deren Dirichletsches Integral 





*), Vgl. $. Bernstein, Sur la generalisation du problöme de Dirichlet. II, Math. 
Annalen, Bd. 69, 1910, S. 82. Sur les &quations du calcul des variations, Annales 
de l’Ecole Normale, (3) t. 29, 1912, p. 431—485, 


4* 
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(18.) II) +69) Jazar 


existiert, sind diejenigen zu bestimmen, für die der Integralausdruck 
ou® /Ou\ . 
(19.) N 52) +5) + qu?+- P(z, y, u)| dxdy + [hu ds 


ein Minimum wird. 
Ist g(2,y) nicht identisch gleich Null, so kann man A gleich Null 
setzen. Man erhält so eine Lösung des zweiten Randwertproblems der 


Differentialgleichung i ‚ 
"u "u 
(20.) tan 

In $4 des III. Kapitels werden unter geeigneten Voraussetzungen 
über die Funktion P(x, y, w) Lösungen der Differentialgleichung (20.) be- 
stimmt, die sich auf geschlossenen, singularitätenfreien Flächen nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig verhalten. 

Die Voraussetzungen (13.) sind für die Anwendbarkeit unserer 
Methode nicht immer notwendig. So gelingt in II $4 die Bestimmung 
derjenigen stetigen Lösung der Differentialgleichung 


ou u 2 
(21.) mt EI k(x, y)e ; 


die im Innern des Gebietes T. sich nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
und zweier Ordnung stetig verhält und auf S eine vorgeschriebene, der 
Einfachheit halber regulär analytische Folge von Werten annimmt. Die 
Funktion k(z, y) ist positiv und nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
Ordnung stetig. 

Mit der Differentialgleichung (21.) hat sich Herr Picard ın seinen 
berühmten Arbeiten über die Methode der sukzessiven Approximationen 
beschäftigt. Herr Picard löst das Randwertproblem zunächst für ein 
hinreichend kleines Gebiet auf und geht dann zu allgemeinen Gebieten 
mit Hilfe des alternierenden Verfahrens des Herrn H. A. Schwarz über. 
Unsere Methode liefert die gesuchte Lösung direkt. 

Beträchtlich schwieriger als das obige Randwertproblem ist die 
Bestimmung derjenigen Lösung der Differentialgleichung (21.), die sich 
auf einer geschlossenen, singularitätenfreien Fläche, mit Ausnahme gewisser 
Punkte, nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig 
verhält, in jenen Punkten aber vorgeschriebene logarithmische Unsteligkeiten hat. 


6) 
qu= 35, @ y, u). 
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Diese von Herrn H. A. Schwarz im Jahre 1890 gestellte Aufgabe 
ist von Herrn Picard ebenfalls unter Zuhilfenahme eines alternierenden 
Verfahrens gelöst worden*). Eine andere recht umständliche Lösung ist 
von Poincare gegeben worden**). Die in dieser Abhandlung dargelegte 
Methode liefert, in geeigneter Weise modifiziert, eine direkte, sehr einfache 
Lösung auch dieses Problems ***), 

In dem vierten Schlußkapitel dieser Arbeit bestimme ich eine 
Lösung der homogenen nichtlinearen Integralgleichung 


(u) = uf [Res t,u)O(s) O(t)dsdt, 


unter K(s,t,u) eine stetige, symmetrische Funktion verstanden. Diese 


oelöst 


Aufgabe ist zuerst von Herrn Fubini auf einem anderen Wege g 


worden?),. 

Es sei zum Schluß bemerkt, daß Sätze über die Existenz eines 
Extremums ‚im kleinen‘ in der vorliegenden Arbeit nicht benutzt werden. 
Hat ferner das Problem nur eine Lösung, so ist, wie sich a posteriori 


zeigt, bereits 
lim "= $,, 


n=% 


so daß von einer Auswahl unter den Funktionen y'”(x) überhaupt abgesehen 
werden kann. Unsere Methode liefert also, sofern die Lösung eindeutig ist, 
nicht nur einen Existenzbeweis, sondern, wenigstens im Prinzip, auch ein 
Mittel, die Lösung mit beliebiger Annäherung wirklich zu berechnen '*). 





*) Vgl. E. Picard, M£moire sur la theorie des ©qualions aux derivees partielles 
et la methode des approximalions successives, Journ. de Math. (4), t. 6, 1890, p. 145— 210; De 
l’equation Au = ke“ sur une surface de Riemann fermee, Journ. de Math. (4), t.9, 1893, 
p. 273—291, De l’integration de l’equation Au = e* sur une surface de Riemann fermte, 
dieses Journal Bd. 130, 1905, S. 243—258. 

**) Vgl. H. Poincare, Les fonctions fuchsiennes et löquation Au= e“, Journal de 
Mathömatiques (5), t. 4, 1898, p. 137—230. 

**) Vgl. L. Lichtenstein, Integration der Differentialgleichung A,u = ke“ auf 
geschlossenen Flächen, Acta mathematica, B. 37, 1914, S. 327—360. 

t) Vgl. @.Fubini, Aleuni nuovi problemi di caleolo delle variazioni con applicazioni 
alla teorıa delle equazioni integro-differenziali, Annali di Matematica, t.20,1913, p. 217—244. 

tt) Einen Teil der Resultate dieser Arbeit habe ich in der vor kurzem er- 
schienenen Note, Sur quelques applications de la notion des fonctions d’une infinite de 
varvables au calcul des variat'ons, Comptes rendus, de l’acad. des sciences, Paris, t. 157, 
1913, p. 669—672, zusammengefaßt. 








30 Lichtenstein, Existenzprobleme der Vartationsrechnung. 


Kapitel I. Eindimensionale Variationsprobleme. 
$1. Lösungen mit vorgeschriebenen Endwerten. 


Es seı f(z,y) eine für alle z in dem Intervalle (0,rn) und alle 
reellen y erklärte, nebst ihren partiellen Ableitungen der beiden ersten 
Ordnungen in bezug auf y stetige, einer Beziehung 

(1.) f(z,y)>4 (4A= Konstante) 
genügende Funktion. 

Wir stellen uns die Aufgabe, diejenigen in (0, n)*) nebst ihrer Ab- 
leitung erster Ordnung stetigen, für = 0 und z=n verschwindenden Funk- 
tionen y(x) zu bestimmen, die das Integral 


ent d p) 
(2) 1=/ |) + fa, 9]de 
zum Minimum machen. 
Betrachten wir die Gesamtheit der Funktionen y(x). 
Nach (1.) ist 
ru d 2 
(3) S az) + ta w]aa> na. 


0 
Die Gesamtheit der Werte Z hat also eine endliche untere Grenze d. 
Diese läßt sich wie folgt bestimmen. 
Es seı 
Rn sin ie 


(4.) = zent 


i 0 





unter a,(?=1,...n) reelle, zunächst noch unbestimmte Parameter ver- 
standen. Wir setzen 
nı (n) 2 U nt 
5 II + Ma em]aa= 3 Kart Ha mdz- Aa...) 
0 0 
Nach (3.) ist 
(6.) Jla,, ...a,) >nA. 
Also hat Q(a,,...a,) für alle reellen a,,... a, eine endliche untere Grenze d,. 
Da nach (1.) und (5.) die Funktion Q(a,,...a,) positiv unendlich wird, 
wenn auch nur eine der Größen a,,... «a, unendliche Werte annimmt, so 
wird d, im Endlichen erreicht. 





*) Hier wie in allen ähnlichen Fällen heißt „in (0, =)“ genauer „in dem Inter- 
valle (0, z), die Grenzen eingeschlossen“. 
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Es sei 
(7.) d,= la), ..: A). 
Wir setzen 
(8.) y” (x) = > = sin ?x. 
Dann ist ic 
(9.) ST + 1@, y" az = a,. 


0 


Da die Funktionen Q(a,,...a,) unter den Funktionen Q(a,,...a,,,) ent- 
halten sind, so ist gewiß 


(10.) dy4 <d,. 
Da ferner nach (6.) für alle n 
(11.) d„,>nA 
ist, so hat die Folge 
(12.) d, >d,>d,>.-: 


eine endliche untere Grenze d. Der Wert d ist zugleich die gesuchte 
untere Grenze der Werte des Integrals (1.) für alle zum Vergleich zuge- 
lassenen Funktionen y(z) überhaupt. 
Es sei im Gegensatz zu dieser Behauptung 
1...© a.<ini 
(13.) 1(2)= 3 27 
eine in (0, ı) nebst ihrer Ableitung erster Ordnung stetige, für = 0 und 
= r verschwindende Funktion, so daß 


(14.) ST + fa, 1)]dx = 3 T c? + / Ma, )de <d 
ist. Man kann dann, da die Reihe (13.) gleichmäßig konvergiert, gewiß 
eine positive ganze Zahl uw so groß wählen, daß, wenn man 

(15.) 1 (2) — > Ci ” ix 
setzt, 


(16. Tr +18, 1w)]arz = 38 + ("fa ıw)de<da<d, 
) N dx | 2 i x 


wird. Dies steht aber im Widerspruch mit der Tatsache, daß d, das 


Minimum der Werte des Integrals (2.) für alle Funktionen von der Form 
Bo... N 
(17.) 1 (2)= 3 © sin ie 


ist, 
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Durch die vorstehenden Ausführungen haben wir die untere Grenze d 
des Integrals (2.) bestimmt. Darüber hinaus haben wir ferner eine Folge 
von Funktionen y”(x) gewonnen, die nebst ihrer Ableitung erster Ordnung 
in (0,ı) stetig (übrigens sogar analytisch) sind, für =0 und z=n ver- 
schwinden und überdies so beschaffen sind, daß 


(18.) SC 7") + He, y®)|az= a, 
(19.) lim d, = d 


ist. 


‘ Der Übersichtlichkeit halber setzen wir statt (8.) 


1.0 29 - 
(20.) y”(2)= 3 sin ix. 


Der Umstand, daß x” für n >: verschwindet, ist für die weitere 


Betrachtung belanglos *). 
” 


$S 2. Fortsetzung. 
Offenbar ist für alle hinreichend großen n etwa 


(21.) SCH as <a+r+/4l, 


somit für alle rn überhaupt 


(22.) SE) a2<d, 
0 


unter d, eine positive Zahl verstanden. 





Die unendliche Reihe y (2/”)” konvergiertt. Es ist ferner 


(23.) r; ; (29)* - f 7) dz<d, |< v2%. (,n=1,2,...) 





*, Der für die Ermittelung der unteren Grenze d und der Folge y® (x) 
wesentliche Gedanke der Bestimmung des Minimums der Funktion Q(a,,... @,) stammt 
von W. Ritz (vgl. W. Ritz, Über eine neue Methode in der Variationsrechnung, dieses Journal, 
Bd. 135, 1909, S. 1ff.). Bekanntlich gelang es Ritz seinen Ansatz zu einem vollständigen 
Beweise der Existenz der das Minimum liefernden Funktion bei gewissen linearen 
ein- und zweidimensionalen Variationsproblemen auszugestalten. Das Ritzsche 
Verfahren ist seither in der Literatur verschiedentlich zur approximativen Be- 
handlung gewisser Probleme der Elastizitätstheorie, Festigkeitslehre u. dgl. ange- 
wandt worden. 
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Mit Hilfe des bekannten Diagonalverfahrens kann man aus der 
Funktionenfolge 4”(z) eine weitere Folge 


ao KM) 
(24.) 7” (2) = > . sin iX (n=1,2,...) 
extrahieren, so daß für alle © der Grenzwert lim &” existiert. Wir setzen 
(25.) lim 5 u. (=1,2,..) 
Es ist nun 
Ber 2 1..9 
ZANT< - do, daher 3 #< a 
1... 
(26.) rn #< 1 
Wie man leicht sieht, konvergieren die Funktionen (x) für alle x 
i ın (0, rn) gleichmäßig gegen 
| (27.) y(x) = 2 e sin ix. 
In der Tat ist 
gm) .— zn) 
y(z) — n” (x) = 3 EN) sinic+R, R=2 id ) sin iz, 
i i>p } 
1 
IR<z [&-7r- <e 3 [5 + (59°) 2 3<- 7 
ı>Pp i>p!® i>p ; > 
daher 
lim 7”(2)= y(r). 
Setzt man 
de 
(28.) SET) + 1@, n")\az = 0,, 
0 
so ist 
(29.) lim d,=d. 
Nun ist 
(30.) iim / f(z,"”)dx = lim In er f(z,y) de= 4 
Wir finden ee 
nl u e(n)\2 q . zin)\2 a P n 
2 P2 (PY=d,—4,, ES An 2 2 5 <d-4, 
1...0 
(31.) = 3 2<d-4. 


Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 5 
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Ich behaupte, in der zuletzt hingeschriebenen Beziehung gilt das 
Gleichheitszeichen. Dies sieht man so ein. Es sei etwa 


zı ! .@© 
52 N<d-a. 


Man kann dann u gewiß so groß wählen, daß, 
(32.) Br sin iz = y(?) 
gesetzt, 


Sa, Wde<4+ a en 


0 


und daher 
n dy 2 Aa . 
S (FE) +t@Nlda<r+4+ 
wird. Dies wäre jedoch im Widerspruch mit der Annahme, daß d die 
untere Grenze der Werte I ist. Also ist 


5 2=d—4, 


(33.) 84 Sa, y)dr=d 
u 0 


Es sei s eine dem absoluten Betrage nach hinreichend kleine, sonst will- 
en; Zahl. Es ist, 


(34.) P £- sin ıc+ 7 ‚ siniz=y*(e), 55 . sin 2 + 7 sin Z2= y*(r) 
’ 











d-4-8 _1_ en 


gesetzt, 
Er ttHtrS HayNdrD>d, 
0 
daher nach Übergang zur Grenze u = 


(HH + tt) + [Ma yNde Dad, 


art) + Say) — Ta y)lde>o, 
somit 
Reit) + fe y) sin Irda 


dei zu — ic „+ — ) sin lx) (sin le)’de >0, 0<Ola)<I1. 
0 


In bekannter Weise schließt man hieraus 
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(35.) n&,+ if öyfe y)sinlzd«e= 0. (le1,2,...) 


Es sei &, (i=1,2,...) eine beliebige Folge von Werten mit kon- 
vergenter Quadratsumme und es sei 


1. ff. 





(36.) v()= 3 7 sin iz. 
Aus (35.) folgt 
1...® n oO 
(37.) "Fr 8ur] z,laNota)da=0 
Setzen wir insbesondere 
(38.) v(z) = @ (X, 2), 
unter @ (2, x) die für &=0 und «= n verschwindende Greensche Funktion 
der Differentialgleichung I- 0 verstanden: 
G(& x) . (rr — 2) % (& x x.) k 
(39.) f ö i 
UI Du), m nt) (0) = —1 


Wir erhalten, wenn wir wieder 
DE l...u erg 
y(X)= FE —sinex 
i 


schreiben, mit EN auf pe 


. . us dyOQG(&, %) . 
F&&=lim Fo- I a, de 
MO.) 2 0G -0°@ 
I; : ä 3.@ rl ee Jaz=tim , Y(%) = "ylao), 
daher 
(41.) yo) =—4 4 G (2, 2);, f(a, y)da 


Hieraus folgt sofort in bekannter Weise, daß y(x,) stetige Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung hat und der Differentialgleichung 


d? d 
(42.) te y) 


genügt. Es ist schließlich zufolge (33.) 


(43.) SG Y) + Ha, y)|dz= a. 


Die Funktion y(x) ist eine Lösung unseres Variationsproblems. Sie ist 


5* 
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gewiß nicht identisch gleich Null, wenn 3, f(x,0) nicht identisch ver- 


schwindet. 


S 3. Fortsetzung. 
Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, daß die gesuchte Lösung für 
z=0 und x=n verschwindet. Soll allgemeiner 
(44.) y(d)=%, yla)=yYı 


sein, so setzen wir 


(45.) Y(a)= ya) -(v+" 2), Ha Ya)+ +2) eV), 


wodurch die Aufgabe auf die vorerwähnte zurückgeführt wird. Man 
könnte aber auch einen direkten Weg einschlagen. Es wäre dann y” (x) 
(n=1,2,...) eine Folge von Vergleichsfunktionen, die für 2=0 und z=n 
entsprechend die Werte y, und y, annehmen und im übrigen die Be- 
ziehungen (18.) und (19.) erfüllen. Man würde unter sinngemäßer An- 
wendung der vorhin gebrauchten Er setzen 


.®© m 








(46.) y" (x) = FOREe 2 008 in, 
daher 
1... 2m ® 1 ;em 
4.) Wr. = + z a &; = Yı. 


Es ergibt sich dann 


1...© we 
(48.) = ZT EL y24 (=1,2,..) 
‘ TE 
und aus (47.) 


.® n 


TOSIE JE AE ED En ESP AE a ea LE 


unter d, eine positive ER vieländeh. 





Die weitere Betrachtung verläuft ganz wie vorhin. Da die Funk- 
tionen 7” (x) (n=1,2,...) gegen y(x) gleichmäßig konvergieren, so ist auch 


(50.) 4(0)=limn7”(0)=Yy,  y(n) = lim 7" (n) = yı. 


n=n n=® 


Von der Gleichung (33.) gelangen wir zu den Gleichungen (35.), 
wenn wir jetzt 


(51.) y*(z) = & +3 R COS 1% +7 sin 2x 


setzen. Die variierte Kurve geht dann nämlich tatsächlich durch die 
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Punkte (0, %,), (2, y,) hindurch. Den Rest der Betrachtung abkürzend 
kann man jetzt so own; ee wie man weiß, die unendliche Reihe 


(52.) P (02 3, f(x, y) sın izda) 


konvergiert, so konvergiert ich die Reihe 
ze. 
Die unendliche Reihe 
(53.) = px’ sin iz 


konvergiert unbedingt und gleichmäßig und stellt die Funktion ze dar. 
Also hat y(z) stetige Ableitung erster Ordnung. Aus (33.) folgt 


SD + re n]ar- a 


Nach bekannten Sätzen hat y(z) nunmehr auch stetige Ableitung 


zweiter Ordnung und erfüllt die Differentialgleichung 
d’y ö 
da: B) öy f(z, y). 
Im allgemeinen ist die Lösung unseres Variationsproblems nicht 
eindeutig. Sie ist es indessen gewiß, wenn für alle x in dem Intervalle 
(0, rn) und alle endlichen y 


(54.) 


0° 

(2, y) > 0 

ist. Es sei nämlich «(z) eine etwa von y(x) verschiedene Lösung. Die 
Differenz 


Oy’ 


4,(8) = u(®) — y(@) 
erfüllt die TEE a 


(55.) un N yaall y+9,(2)(«—y))u(2), 0<Yla)<1. 


Wäre die Funktion «,(z) nicht identisch gleich Null, so müßte sie 
in (0, rn) entweder positives Maximum oder negatives Minimum oder auch 
beides haben. Es möge etwa u,(z) im Punkte x, positives Maximum 
haben. Dann wäre 


d? 92 
2 <o zul y+ Aa y) lm) >, 


was einen Widerspruch bedeutet. Ebenso erweist sich die andere noch 
denkbare Annahme als unmöglich. Daher ist 
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u(e) = y(e). 
Es ıst leicht zu sehen, daß im vorliegenden Falle bereits 
lım 2” — 3 (i=1,2,...) 


ist. Hätte nämlich auch nur eine Kolonne der Matrix x” mehr als eine 
Häufungsstelle, so würde man aus der Folge y”(x) außer der Folge 7” (x) 
mindestens noch eine andere Folge aussondern können, die gegen eine 
Grenzfunktion gleichmäßig konvergiert. Man würde daher auch mindestens 
zwei verschiedene Lösungen erhalten, was der Voraussetzung widerspricht *). 

Ist also die Lösung eindeutig, so konvergiert jede Minimalfolge y'” (x) 
gleichmäßig gegen die Extremalfunktion. 

Unser Verfahren liefert alsdann nicht nur einen Existenzbeweis, sondern 
wenigstens im Prinzip auch noch ein Mittel, die Lösung wirklich zu berechnen. 

Nun Ha Beispiele. Es sei zuerst 


(56.) Ile, y)= nn ei 5 yr?ı an 47 2 ya. og sn x 2 y ®ı , (x)y, 


unter a,(z)(?=1,...2%"-+1) stetige Funktionen ie Man erhält 


die Differentialgleichung 


d? 
(57) Ze Ha la)yr+ala)y"i tt ala) y+ Amrıl®). 


Durch zwei beliebige Punkte der Ebene (2,,%,), (2, %ı) geht mindestens 





eine nebst ihrer Ableitung erster und zweiter Ordnung stetige Lösung 
dieser Differentialgleichung. 
Ist insbesondere 
(58.) =, = + = Ayı=0, Ge >0,a, >0,..Q >00, 
liegt also eine Differentialgleichung von der Form 


(59.) da? IHR AY, A>O ken..m 


vor, so gibt es nur eine Lösung dieser Art. 
Es sei zweitens 


(60.) Hz, y)= 2k(e)e, 
unter k (x) eine wesentlich positive, stetige Funktion verstanden: 
(4) k(z) >k, >0 ((<r<a). 





= Ähnliches gilt allgemein bei unendlichen Folgen =” (i,n = 1,2,...), deren 
Glieder in ihrer Gesamtheit beschränkt sind. Vgl. F. Riesz, Les systemes d’&quations 
lineaires ä une infinit& d’inconnues, Paris 1913, S. 57—58. 
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Es handelt sich also um das Minimum des Integrals 


{62.) SE) +2k@eldz. 


Man gelangt zu einer nebst ihrer Ableitung erster und zweiter 
Ordnung stetigen Lösung der Differentialgleichung 


ey 
(63.) Zu ke, 


die für z=0 den Wert %,, für <= n den Wert y, annimmt. Die Lösung 
ist eindeutig, da 


(64.) : 


dy (ke) = ke > 0 
ist. 

Wir haben uns bis jetzt ausschließlich mit Variationsproblemen 
mit einer unbekannten Funktion beschäftigt. Liegen mehrere unbekannte 
Funktionen vor, so verläuft die Untersuchung ganz analog. Als Beispiel 
betrachten wir nunmehr ein Problem der Dynamik. 

Es sei (2,,9,,2)(@=1,...g) ein System materieller Punkte von 
der Masse m, (?=1,...g), auf welches Kräfte (X, Y,,Z,)(i=1,...g) wirken. 
Diese mögen von einer Kräftefunktion 


(65.) H(z, , Yı> 215... %45 Yg» 243 t) 
abhängen, unter i die Zeit verstanden, so daß 
OH oH oH | 
(66.) X,= dm, ’ Linde =, ((=1,...q) 


ist. Die Funktion H sei für alle reellen Werte der Argumente z;, %;, 2; 
(=1,...g9) und alle £ in einem Intervalle 
(67.) W<i<tQ 

erklärt und daselbst nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung in bezug auf 2,9,2% (?=1,...g) stetig. Ferner soll H für 
alle £ in (67.) und alle &,,%;, 2; eine endliche untere Grenze haben. 

Es seien B,(z,,%Y,,2,) und (,(2,,%,,2,) (=1,...g) zwei beliebige 
Lagen des Punktsystems. Es gibt dann mindestens eine Bahn, auf der 
unsere materiellen Punkte in dem Zeitintervall (67.) aus der Lage 
B(i=1,...g) in die Lage C,(=1,...g) gelangen. 

Nach dem Hamiltonschen Prinzip kann man, was sich auch un- 
mittelbar verifizieren läßt, die Differentialgleichungen der Bewegung da- 
dureh erhalten, daß man die erste Variation des Integrals 
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(68.) P [ 34m, (EHE) + Han. 2 yn250)]at 


gleich Null setzt. Auf dieselben Differentialgleichungen führt offenbar 
dann auch die Bestimmung des absoluten Minimums des Integrals (68.) 
unter den Grenzbedingungen 

y=%, Y=Yy, 42 für ti=b,, 


(69.) ei = Ft, 
= I, %Y=Y, %> 2, für i=1.. 6>1..0 


Die Behandlung des vorliegenden Variationsproblems verläuft in allen 
Teilen der Betrachtung der $$ 1 bis 3 parallel. Es erscheint daher über- 
flüssig, auf diesen Gegenstand näher einzugehen. 

Bezeichnen wir jetzt vorübergehend die Variabeln z,, Yı, 21, : +» 2 Yar 2, 
mit 2%, %g5 ...%,. Ist die quadratische Form 


1...8q9 0°H 
(70.) Z gaa 


für alle 2 in (67.) und alle z,(k=1,...3g) positiv definit, so haben die 
Differentialgleichungen der Bewegung nur ein System der Lösungen, die 
in dem Intervalle (Z,,,) nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ord- 
nung stetig sind und den Bedingungen (69.) genügen *). 





S 4. Periodische Lösungen. 


Es sei F(x,y) eine für alle reellen x und y erklärte, nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung in bezug auf y stetige, 
der Beziehung 


(71.) F(x2 + 2n, y) = F (&, y) 
genügende Funktion. Für alle hinreichend großen positiven Werte von y 
soll 2 >0, für alle hinreichend großen negativen % hingegen er <0 sein. 
Es sei etwa « eine positive Zahl und 
2) Fbotry>a, Feofüry<-a 
. dy Y a oy Y — . 


Man überzeugt sich leicht, daß für alle reellen z und y 
(73.) F(x,y) > 4, (A, = Konstante) 
ist. Eine Beziehung dieser Art gilt gewiß für alle z und |y <a, da 
F(x,y) stetig ist. Sie gilt nach (72.) für alle y überhaupt. Es sei 


*) Vgl. $. Bernstein, Annales de l’Ecole Normale, t. 29, 1912, p. 454. 
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schließlich bekannt, daß, wie man auch % in dem Intervalle —ae<sy<Su, 
wählt, 5, F(z,y) nicht für alle x verschwindet. 


Wir stellen uns die Aufgabe, unter allen nebst ihrer Ableitung erster 
Ordnung stetigen, der Beziehung y(z + 2n) = y(x) genügenden Funktionen 
diejenigen zu bestimmen, die das Integral 


(74.) I= / RD) + F(a,y)\dz 


zum Minimum machen. 

Ganz wie in $ 1 läßt sich die untere Grenze d des Integrals (74.) 
bestimmen. Man erhält zugleich eine Folge analytischer, periodischer 
Funktionen z”(z) (2”(z + 2n)=z”(x)), so daß 

f "| ) + F(z, | de=-d,, limd,=d 


| o n= 
ıst. 

Von der Folge z'”(x) gehen wir zu einer neuen Folge von Funk- 
tionen y”(x) über, die nebst ihrer Ableitung erster Ordnung sich stetig 
verhalten, den beiden Beziehungen 


(75.) Yra+27)=ya),  \yPla)<a 
genügen und ferner so beschaffen sind, daß 
(76.) in a 5 dy” ) + F( (, y)| dr—=d 


n=x 0 


ist. 
Ist |29(z)| <e@, so setzen wir 

(77.) y®(x) = (x). 

Ist aber z®(x) nicht durchweg <«, so setzen wir 
u®(x) = 2"(z), sofern |2”(2) <e, 
(78.) =a, wenn z”(z) >e, 
=—0o, wenn 2z®"(2) <-—e. 

Alsdann ist 





(79.) uP(a) <e. 
Aus (72.) und (78.) folgt 
E= »2ı (1) \2 ’ 
(80.) d,=- (HE) + Fulda <a, 
0 


Die Funktion u®(x) ist stetig und genügt der Beziehung 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 
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u? (+ 27) = uN (a). 
Ihre Ableitung erster Ordnung ist abteilungsweise stetig*). Durch „Ab- 
rundung der Ecken“ gelangt man von u®(z) zu einer Funktion y®(z), 
die nebst ihrer Ableitung erster Ordnung stetig ist und den Beziehungen 


„(e+2m)=y®(a), Va) <e 
. anf /dyo\2 | 
genügt. Der Wert des Integrals [ ee +F(x, y®)| dx kann sich 
0 


dabei demjenigen des Integrals (80.) beliebig nähern. Man kann sich 
also so einrichten, daß 


SIE) + Pia v9]ar= a 
0 
(81.) lım d,= d 


n=o® 


wird. 
Offenbar ist für alle hinreichend großen n etwa 


O<arr+ iA) 


somit für alle n ie 





2 d n)\2 
(82.) F; (yaz<d, 
0 
unter d, eine positive Zahl verstanden. 
Wir setzen 
® 2” 6; am 
(83.) y"(x) = + 2 — sin iz + e ar CO8 IT. 


Die unendliche Reihe 
"Eat + (am 
ist offenbar NER Es ist ferner 
(84.) . 2 "am? + (zyr] = y (az <d, 
daher 
(85.) a < Ye, jm< y. an 
Endlich ist 


bi >> 20 (a) als eine endliche trigonometrische Reihen analytisch ist, so hat 


10 nur eine endliche Anzahl Sprungstellen. 
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5 1 
JM. 
(86.) = “; 


an »2rı 
/ y”(z)dz, <z-, Y” (2) de<e. (n=1,2,...) 
0 


Nunmehr kann man aus y”(x) ganz wie in $2 eine Funktionenfolge 


Boa &m) 1... z(m 


(87.) ""(2)=8® + 3 = sinic+ F r COS iX (ne1,2,...) 


extrahieren, so daß die Grenzwerte 


lim &®, lim &®, lim &m (e1,2,...) 
n=x n=w n=& 
existieren. Wir setzen 
(88.) lim @=& (i=1,2,...), lim &9 = & (i= 0,1,2,...). 


Ganz wiein $ 2 läßt sich zeigen, daß die Funktionen n”(z) gegen 
die Funktion 
l...® 
(89.) y(a)=&+ & ($;sinix + $,custx) 


gleichmäßig konvergieren. Augenscheinlich ist 
y@ai<se. 
Ebenso beweist man, daß 


1... »2n 
(90.) n 3 (&+8)+ / Fiay)de=d 
5 


ist. Endlich findet man durch Überlegungen, die den in $ 2 durch- 
geführten analog sind, die Beziehungen 


2nd; + Sl re y)sinixde=0, 
(91.) En 1 a 2n Od 
2nd, + 1S are y) coslzd«=0. (d=1,2,...) 
0 


Nach bekannten Sätzen ist die unendliche Reihe 
1... en Od Zu ch 2 1..0 zn 0) i 2 
2 (J ET y) sin ixde) + S / 5,7% Y) cos izdz) 
konvergent. Also konvergiert nach (91.) auch die unendliche Reihe 
1... duma 
zur). 
Die unendliche Reihe 


1 © Biss 


(92.) P> &, COS 1% — 5 &, sin ix 
konvergiert unbedingt und gleichmäßig und stellt offenbar die Funktion 


Y dar. Wir finden also 


6* 
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(93. ) nz 5; cos in— 2" &, sin ix, 
daher 
(94) SD aa - a Zi+ 9. 
Die Gleichung (90.) geht über in 
(95.) SI + F(z, „| dx = d. 
0 


Die Funktion y(z) ist eine Lösung unseres Variationsproblems. 
Nach bekannten Sätzen der Variationsrechnung hat y(z) stetige Ableitung 
zweiter Ordnung und genügt der ER N 


d’ 
(96.) at, Fa). 


Da ,F (x, y) nach Voraussetzung für keinen Wert von y in dem 


Intervalle — a <y<o identisch für alle x verschwindet, so ist die von 
uns gefundene Lösung keine Konstante. 


Ist für alle y in dem Intervalle — a <y<e 


0? 
ytray)>0, 


so gibt es auch nur eine periodische (y(z+2n)= y(x)) Lösung der 


Differentialgleichung (96.). Der Beweis wäre genau wie in $ 3 zu führen. 
Als Beispiele seien die Differentialgleichungen 


% 


(97.) Y=y+sin T, 
de | 
(98.) m yrira,(e) y”"+ + Ganrı (2); 


unter a,(z) @=1,2,...2n-+1) beliebige der Beziehung a,(«+ 2n) = a,(x) 
genügende stetige Funktionen verstanden, genannt. In dem Beispiele (97.) 
kann man für « jede Zahl >1, in dem Beispiele (98.) eine hinreichend 
große Zahl setzen. Ist 

(2) = %(8)= = au41(2)= 0, 

1,(2) = a,(8) = + = a2) >0, 

liegt also eine Differentialgleichung von der Form 


(100.) =yH4ß, HA" + Pnlady, >00 e=n.m 


vor, so gibt es nur eine nebst ihrer Ableitung erster und zweiter Ordnung 
stetige, periodische Lösung. 


(99.) 











Lichtenstein, Existenzprobleme der Variationsrechnung. 


£) 
- 


S5. Periodische Lösungen der Differentialgleichung z . = ke. 


Betrachten wir die Differentialgleichung 


ey 
(101.) he 
unter k eine stetige, den Beziehungen 
(102.) k(x< +2n)=k(x), k(z2) >k,>0 


genügende Funktion verstanden. Es ist leicht zu sehen, daß (101.) keine 
nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige, der Beziehung 
(103.) yo(@-+ 27) = ya) 
genügende, also periodische Lösung 4y,(2) haben kann. Aus (101.) würde 
sonst nämlich 
(104.) J u da= ["kendz 
folgen. Dies ist aber unmöglich, da sich linker Hand Null, rechter Hand 
eine positive Größe ergibt. 

Es sei & irgendein Wert in dem Intervalle Oo <x=<2n. Wir 
suchen eine Lösung y(x) der Differentialgleichung (101.) zu bestimmen, 
die folgende Eigenschaften hat: Sie ist durchweg stetig und genügt der 
Beziehung y(z+2n)=y(x), hat also die Periode 2n. Außer in den 


Punkten 5+2In (l=0,1,2,...), sind die Ableitungen =, i = vorhanden 


und stetig. Es ist schließlich 
dy( +0) _ dy&—0) _ 


(105.) u Fa Rh >09. 
Jetzt ist 
Tal: FE. . BE. A| dy@—0) _ dy(0) 5, 
da? dx dx dx dx er 


so daß aus (101.) 
»27 
/ k(z)e"de= h, 
0 


folgen wird. Diese Gleichung führt zunächst auf keinen Widerspruch. Ks 
sei jetzt v(z) irgendeine stetige Lösung der Differentialgleichung 


ev 5 
DR de” Im’ 


die überdies folgende Eigenschaften hat: Außer in dem Punkte & hat sie 
stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Es ist ferner 
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- (107.) 20840) re 0)=—h. 

Lösungen dieser Art sind gewiß vorhanden. Ist v(z) eine Lösung, so ist 
v(x) + Const. ebenfalls eine. Die additive Konstante kann man etwa so 
bestimmen, daß 

; / "dr = 0 

0 
wird. Die in dieser Weise normierte Lösung v(x) ist weiter nichts als 
die mit A, multiplizierte zu den Randbedingungen 


v(z+2n)=v(r), (en) = -0(0) 


gehörige (Greensche Funktion ‚‚im weiteren Sinne‘ der Differentialgleichung 


Wir setzen 
( 108.) y(z) = v(x)+ Y(x) 
und erhalten zur Bestimmung der nebst ihrer Ableitung erster und zweiter 
Ordnung stetigen, der Beziehung 





(109.) Y(z+2n)= Y(x) 
genügenden Funktion Y(z) die Differentialgleichung 

d:Y m; 

(110.) re ed Ä 


Auf dieselbe Differentialgleichung führt nun das folgende Variations- 
problem : 

Es ist unter allen nebst ihrer Ableitung erster Ordnung stetigen, 
der Beziehung (109.) genügenden Funktionen Y(z) diejenige zu bestimmen, 
die das Integral 


(111.) SEE) ai + ke’e*| dx 
0 


zum Minimum macht. 
Es ist nun leicht zu sehen, daß die Funktion 


SuM or _Y 
(112.) F(x, Y)= ke’e 2 


bei einer geeigneten Wahl der Größe « allen der in $4 ebenso bezeichneten 
Funktion auferlegten Bedingungen genügt. Es ist nämlich zunächst 





F(x+2n,Y)=F(sz,Y). 
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Ferner ist die partielle Ableitung 


Ö u I 3 
(113.) sy Filz, Y) = keit — —* 
augenscheinlich für alle x positiv, wenn Y>«, negativ, wenn Y<-— « 
ist, unter & eine hinreichend große positive Zahl verstanden. Da 


0° 


ist, so ist die Lösung Y, somit auch die gesuchte periodische Lösung der 
Differentialgleichung (101.) eindeutig bestimmt. 


$6. Ein isoperimetrisches Problem. 


Es sei f,(x,y) eine für alle x in dem Intervalle (0, r) und alle 
reellen % nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
in bezug auf y stetige Funktion. Wir suchen unter allen der Gleichung 


(114.) Th, y)de= 1 


genügenden, nebst ihrer Ableitung erster Ordnung in (0, rn) stetigen, für x = 0 
und = n verschwindenden Funktionen diejenigen zu bestimmen, die das 
Integral 


ar/dy\® 
(115.) STEH + re, » ]az 
; / 
zum Minimum machen. Unter f(x,y) wird hierbei die in $ 1 erklärte 
Funktion verstanden *). 
Die Betrachtung verläuft derjenigen in $2 im wesentlichen parallel. 
Sie bedarf nur an einigen Stellen einer Ergänzung. 


Die Vergleichsfunktionen 
1...0 „(m 


(116.) y”(2)= 3 ; sin v2 


ı 





haben im vorliegenden Falle die Bedingung 
(117.) S ha, y)da= 1 
0 


zu erfüllen**). Die Funktion 





*) Allgemeiner könnte man y(0)= Y,, y(rn)=Y, setzen, unter Y, und Y, 
beliebige reelle Werte verstanden. Dieser Fall läßt sich indessen wie in $ 1 auf den 
im Text betrachteten ohne weiteres zurückführen. 

**, Es wird natürlich vorausgesetzt, daß es unendlichviele Vergleichsfunk- 
tionen gibt. 
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(118.) y(x) = 2 ; sin IT, 
gegen die n”(z)(n=1,2,...) gleichmäßig konvergieren, erfüllt die Be- 
dingung 

(119.) S fı(«,y)de=1. 

0 
Wie in $2 sieht man, daß jedenfalls 
1,..0 0 
(120.) E84 / Ma yde<d 


ist. Um zu zeigen, daß auch jetzt 
Te pP 
(121.) 3 E24 F f(x, y)de= d 


ist, verfahren wir wie han 
Es sei im Gegensatz zu unserer Behauptung 


(122.) 3 E+ [te y)da<d. 
Wir setzen zur ASIEN. 
(123.) B & sin ic = y,(8): 
Da 
(124.) lim yr f(x, y„)dx = y f(x, y)dz 
PReT 


ist, so kann man eine Zahl A so groß mas daß für alle v>A 
d 
(125.) KG Yu ")dc+ di f(x, y„)da= 3 & &+ en f(z,y,)de<d—o 


wird, unter o einen hinreichend kleinen positiven Wert verstanden. 
Offenbar ist 


(126.) Ih (2,y)de=1-—o, limo,=0. 
0 


pn 


Es sei y(x) irgendeine in (0, rn) nebst ihrer Ableitung erster Ord- 
nung stetige, für &=0 und z=n verschwindende Funktion, «, eine dem 
absoluten Betrage nach ‘beliebig kleine Zahl. Setzt man 

(127.) y„taoy=1; 


so erhält man 
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ru n no 
Sn@ Yda= [hey)da+o/" 5, hay)yde 
(128.) ° | ' . 
e n 0? . | 
r yäf EIEALE? + O,Ey)y de, o<4la)<1. 
0 


Wir wählen y(z) so, daß 


e.. 
(129.) S dy la, yar—=s+0 
ist*). Dann ist für alle hinreichend großen u, etwa u>A, >4i, 
: a. 2 
(130.) If 3, hau yde = |.|>0>0. 


Wir wählen nun :, so, daß 


(131.) S hie, Y,)de= 1 


wird. Aus (128.) erhält man zur Bestimmung von &, die quadratische Gleichung 
ru oO? 
(132.) 0,=&8,+ 48 / dp fh(2,y„.+ Oey)y’de. 
0 


Diese Gleichung hat für hinreichend kleine |o, , wie man leicht 
sieht, eine reelle Wurzel, die zugleich mit o, gegen Null konvergiert. 
Wie aus (125.) und (127.) aus Stetigkeitsgründen folgt, kann man u so 


groß, etwa u> >4>1, darum o, und daher auch &, so klein wählen, 


daß der Ausdruck 
a 2 
S [() + f(&, Y,)|az 
0 


immer noch kleiner als d wird. Dies wäre aber angesichts der Gleichung 
(131.) ein Widerspruch, da doch d die untere Grenze der Werte des Inte- 
grals (115.) unter der Nebenbedingung (114.) ist. 

Es ist also 


(133.) = Fr [lende=d, 
(134.) She, „de= 1. 

Um nachzuweisen, daß dp Tunktion 
(135.) y(x) = > T sin 7% 


stetige Ableitung erster Ordnung hat, verfahren wir jetzt wie folgt. 





_*) Wir nehmen an, daß (129.) nicht für alle y verschwindet, d.h. daß die 


erste Variation des Integrals (114.) von Null verschieden ist. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 7 
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Es sei &(x) irgendeine nebst ihrer partiellen Ableitung erster Ord- 
nung stetige, für = 0 und z=n verschwindende Funktion: 
1..@ 7, 
(136.) C(2)= 3 & sin IT. 
Es sei 7(z) eine beliebig gewählte, dann aber festzuhaltende, nebst 
ihrer Ableitung erster Ordnung stetige, für = 0 und = n verschwindende 
Funktion derart, daß 


(137.) JS Szhe, y)ı(z)dz + 0 


ist. Es seien e und ® dem absoluten Betraee nach beliebig kleine, 
sonst willkürliche Werte. Setzt man 


1...0 r 
(138.) 7(2)= 2  siniz, Yle)=y(z)+ s&(2) + wı(e), | 
so kann man in bekannter Weise » als Funktion von & so bestimmen, 
daß für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen &, etwa 


8 <(&,, identisch in & 


(139.) #3 (x, Y)de=1 


wird. Die Funktion = w(s) verschwindet mit e. Ferner ist 


(140.) = ea — 


Es ıst nun gewiß, sofern |e < e, ist, 


aa.) 2 Zlsteb+ or? +/ Ha, y-+ e&(2) + we(z))dw >d. 


2 


Wäre nämlich der Ausdruck linker Hand < d, so könnte man ganz 
wie vorhin eine nebst ihrer Ableitung erster Ordnung stetige, für x = 0 
und z=n verschwindende Funktion angeben, die dem Integral (114.) den 
Wert 1, dem Integral (115.) aber einen Wert <d erteilen würde. 


Aus (133.) und (141.) ergibt sich 
(142.) ne 2 übtnwl) Zante [Sl tantot) ["Sl rat ((e))>0, 
i i 0 d 


und hieraus in bekannter Weise mit Rücksicht auf (140.) 
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Diese Beziehung gilt für alle nebst ihrer Ableitung erster Ordnung 


1..:0 Say 
3 5% ay 
1... ” F ao}, of. Y of 
(143. ) a n u | enöf, 3 y dxc-+ & dy Cde— af, / äy „de=0 
| 3, rd o 3 do 
; 0 J ö Yy 
; Setzen wir zur Vereinfachung 
3 1... of 0 
; 2 Eu; 2 re 
i 144. =. _ 1". 
E ) Föhr: FB dr 
3 - Oy 
4’ und 4” sind an Größen. 
Es ist jetzt 
; 1...@ = af ö sc fl. 
(145.) n 3 56, fi (ma +27) 5 5) ] Ede 


stetigen, für &=0 und z=n verschwindenden Funktionen 5(z). Setzt 
man daher für S(x) insbesondere die Funktion 


(146.) en 
; ein, so findet man 
= SIIUR 2., PORSEVeE | FRREERL.) | 
(147.) nv$, "Fr ins +4 join ic dı. 
Hieraus folgt wieder wie in $ 3, daß 
1..o 
(148.) zu 


konvergiert und daß daher die Funktion y(z) stetige Ableitung erster Ord- 
nung hat. 
Die weitere Betrachtung bietet keine Schwierigkeiten. 


Kapitel II. Zweidimensionale Variationsprobleme. 
Die erste Randwertaufgabe. 
$ 1. Problemstellung und vorbereitende Betrachtungen. 

Es sei T ein von einer endlichen Anzahl geschlossener, regulär 
analytischer Kurven $,, S,,... 8, begrenztes m-fach zusammenhängendes 
endliches Gebiet in der Ebene der Variabeln z und y. Die gesamte Be- 
randung des Gebietes T bezeichnen wir der Kürze halber mit S. Es sei 
P(x, y,u) eine für alle (z,y) in 7 und auf S und alle reellen « erklärte 
Funktion, die folgende Eigenschaften hat: Sie ist für alle (z,y) m 7 


-% 


‘ 
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und auf S und alle endlichen « nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung stetig. Es ist ferner 


1.) P(z, y,u) >0, 


0 0? | 
(2.) | ou P(«, Y; u) W As, | ER, Y, u) As, 


unter A, eine positive Konstante verstanden. 

Wir stellen uns die Aufgabe, unter allen in T und auf S stetigen, 
auf S verschwindenden Funktionen, deren partielle Ableitungen erster Ord- 
nung ın T abteilungsweise stetig sind und deren Dirichletsches Integral 

. 2 2 
ICH + CH ]azar 
exvstiert, diejenigen zu bestimmen, die das Doppelintegral Ä 
2 2 E 
(3.) hm /, + 5.) + P(a, y, u) dady { 
zum Minimum machen. 

Die weiteren Entwicklungen stützen sich auf einige Sätze, deren 
Beweis an dieser Stelle unterbleiben kann. 

Wir betrachten die in 7 nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung stetigen, auf S verschwindenden Eigenfunktionen 
w(x,y) (= 1,2,...) der tg 

O?u 

dx: +5 Oy? 
Es seien A, =1,2,...) die nen Eigenwerte. Aus der Theorie 
der linearen Integralgleichungen lassen sich in bekannter Weise folgende 
Sätze ableiten: 

Die Eigenwerte 4, sind BADEN. Die unendliche Reihe 
Ez: 
konvergiert. Die unendliche Reihe 
BI 


"+iu=0 


konvergiert unbedingt und gleichmäßig. Ist w,(z,y) irgendeine in 7 und 


auf S stetige Funktion, so ist 


(4) SS wis Ydzay= 3 | // wis nos main]. 
; « Ten 





Jede nebst ihren partiellen Ableitungen re ’ öy’ da?’ Oy? 
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und auf S stetige, auf S verschwindende Funktion u(z,4y) läßt sich in 
eine gleichmäßig konvergente Reihe 


(5.) ar Far y ff“ (&, n)o,(&, n)dsdn 


entwickeln*). Die unendliche Reihe 


FR [a6 nos mdsan) 


konvergiert**). In der Tat ist 


SI“ (&,m)w(&, 7)dEdn= — „f + a 
-- 1, / et: On? Jo, n)dsdn, 


(6.) Enl/[usn n)w,(&,n)d&dn) = ZU =) ) dsdn. 


Es sei v(z,y) eine andere in T und auf S nebst ihren partiellen 


Ableitungen . ee stetige, auf S verschwindende Funktion: 
x’ Oy’ 9m’ Oy: 


(a y)= Zolmy ABLE ‚n)o,(&n)d&dn. 


daher 


Es ist 
Nat Fat / 02 + a) vn N)dady 
u 2 er: „)o ($,n)ds ff ($,n)w,(&,n)didn 
= — Sf +3 daranffece S,n)dädn 
T 


ı 


Ba 
=> uff we DSL AIG 7)w;(S,n)dSdn. 


Insbesondere m sich, wenn u(x,y) gleich v(z, y) gesetzt wird, 
5 Es zielt übrigens vorauszusetzen, daß die partiellen Ableitungen erster 


und zweiter Ordnung sich im Innern von 7 stetig verhalten, während die Ausdrücke 
ou 0°u „Fu ic nn ’ 
In und amtz m auch noch auf 5 stetig sind. Vgl. die analogen Entwicklungen in 
$ 1 des III. Kapitels. 


**) Vgl. die vorhergehende Fußnote, 











54 Lichtenstein, Existenzprobleme der Variationsrechnung. 


1) ED +57) Jazay= Er lu mar,masan) 


8 2. Fortsetzung. 
Es sei v,;, (e=1,2,...) irgendeine unendliche Folge reeller Zahlen 


mit konvergenter Quadratsumme. Wir setzen 
1. 5 


(8.) u„(%, y) = u w,(z, Y), 





(9.) SV Pe, Y,Un(, ana = Hi, Yu... 9) U, 


und beweisen, daß 
lim M(v,,v,,...v,) = lim M, 


n=» n=@n 


existiert. In der Tat ist 
ee M, =/J Pia, 1 Y, Un+p) — 3 (®, Y, Un) R 


Un+p En Un ( n-+p 


— u,)dady, 
daher 


u </F [2 P@ u + 9m nn w)|ardy- 


SS Tun, y)— una, Pdady, 0< 4a, y)<1, 
7 


oder, wenn z den Flächeninhalt des Gebietes 7 bezeichnet, 
ı 1 


(10.) Mu —M.|< Ast] 25 eT- < A,t k > “zn]- 


Der Ausdruck rechts konvergiert mit unendlich wachsendem » für 
alle der Ungleichheitsbedingung 


(11.) Er<ı 


genügenden »,;, (?=1,2,...) gleichmäßig gegen Null. 
Wir setzen 


(12.) lim M (v,,...v,)= M(v,, Y,, ...)= M(v) 


n=n 


und fassen M (v) als eine Funktion der unendlichvielen Variabeln v; («=1,2,...) 
auf. Aus (10.) und (12.) folgt 


(13.) Mr) —-N,|<Ar| 3% 8 5]. 
*) Vgl. die Fußnote *) S. 53, 
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Der Ausdruck rechts nähert sich mit unendlich wachsendem n für 
alle der Beziehung (11.) genügenden », (*=1,2,...) gleichmäßig dem 
Werte Null. Hieraus folgt nun in bekannter Weise, daß die Funktion 


M(v) vollstetig vst. Sind yz Fouriersche Koeffizienten einer stetigen Funk- 
! 1 e) 
vi 


tion u(z, %), ıst beispielsweise > yr o,(2,y)=u(z,y) gleichmäßig kon- 


vergent, so ist 
M(v) = // P(z, y, u(z, y))drdy. 
5 


In der Tat ist zunächst nach (12.) 
lim M (v,,...v,)=M (»). 


n=x» 


Es ıst ferner 


Ö, —- // Pla, y,u(z, y))dedy — I) Pla, Yy, u„(2, y))drdy 


T T 


a / ER P(@ 9 Um) (u — u,)daedı 
ee U— Un ” ie 


somit wie vorhin 
en Alı// (u — u,”dedy— AdtE = ‚ lim d,= 0, 
m" i>n i n=m 


daher endgültig 
Mr)=// P(z, y, u(z, y))dxdy. 
y 


Wir wenden uns jetzt unserem eigentlichen Probleme zu. Die Aufgabe 
sei bereits gelöst, und es sei u(z,y) eine in T und auf $ stetige, auf S 
verschwindende Funktion, deren partielle Ableitungen erster Ordnung in 7 
abteilungsweise stetig sind, deren Dirichletsches Integral 


/fyrou\ ou \® 
JA 27 5) Jizay 
existiert, und die das Doppelintegral (3.) zum Minimum macht. Man 
beweist ohne wesentliche Schwierigkeiten, daß «u(x,y) im Innern von 7 
stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung hat und der Differential- 
gleichung 


(14.) ne TR 


Da Pay 2 dm 
genügt. Ist @(#,.%5 %,y) die zu T gehörige in (2,,%,) wie 
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— Hlog (am)? + (y-)°} 


unendliche klassische ER ee Funktion, so ist ferner 
Ö 
(15.) wu(2, %) = zZ EHAKIE: Yo; 2,9) Zur y,u(®, y))dzdy. 


Es sei nämlich 7’ ein von geschlossenen, regulär analytischen Kurven S’ 
begrenztes Gebiet im Innern von T. Es sei v’(x,y) irgendeine in 7’ und 
auf 5” stetige, auf 5’ verschwindende Funktion, deren partielle Ableitungen 
erster Ordnung in T’ und auf S’ abteilungsweise stetig sind. Aus der 
Minimaleigenschaft der Funktion u(z,y) folgt sofort 


OU W PRLL oV ö = 
Whzrer Feat auPln uw #)dray= 0. 


Es sei (x,,%) ein Punkt im Innern von 7’ und G@’(z,, %05 %, Y) 
die zu 7” gehörige klassische Greensche Funktion. Es sei ferner y’ eine 
beliebig große positive Zahl, C’” die Kurve 

G" (&o, Yo; %; y) = y ’ 
K’ das von (” begrenzte endliche Gebiet. 
Wir wählen speziell 


v (2, y)= @ (m, y58,Yy) n T—K, 
=y' in K’ 
und erhalten nach einer teilweisen Integration und dem Übergang zur 
tenze y’ = co in bekannter Weise 


u (To, Yo) = [mer (%o, Yo; %, y) u(z,y)ds 


im] Ca Yy5 X, Y)- >_Pla, y,u(z,y))dzdy. 


Läßt man a S’ ın 8 u so erhält man in der Tat 


u(to, A die nl m Yo; %; Yan © Pla, y,u(e, y))dedy, 


woraus zunächst folgt, daß %(%,,%) im Innern von 7 stetige Ableitungen 
erster, sodann solche zweiter Ordnung hat und der Differentialgleichung 


(14.) genügt. Aus der Formel (15.) folgt nach den Sätzen der Potential- 
ou ou Au Hu 








theorie aber weiter, daß auch noch auf $ stetig sind. 


dx’ day’ dar’ ip 
Es genügt daher unter den zum Vergleich zugelassenen Funktionen u(z, y) 
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ua. ou 9u Hu Hu 
nur diejenigen zu betrachten, deren partielle Ableitungen d2’ dy’ der’ dp 
in T und auf S stetig sind *). 


$3. Auflösung des Variationsproblems. 


Es sei d die untere Grenze des Doppelintegrals (3.) und u”(x, y) 
(n=1,2,...) eine unendliche Folge von Vergleichsfunktionen, die so be- 


schaffen sind, daß 


(16.) I Kr (3) +P(x,y. u) dxdy= d,. 
(17.) lım d, = d 


ist. 

Zur wirklichen Bestimmung des Wertes d und der Funktionen 
u” (x, y) kann man sich wieder des in I $ 1 auseinandergesetzten Verfahrens 
bedienen. Offenbar ist 


(18.) 1 Key: +(- u) Idzdy rg 


somit für alle n 
(19.) IN a HF) \dzdy<d,, 


unter d, eine ah Zahl verstanden. Setzt man 


l...o „(") 
(20.) um(z,y)=- 8 = o.(z, y), 


so ist nach (7.) und (19.) 
(21.) IN a (3) Idedy= : 55 "my < KL; 


*) Daß die partiellen Ableitungen erster Ordnung des Integrals (15.) auf S 
stetig sind, ist ein bekanntes Resultat (vgl. z. B. Picard, Journal de Mathömatiques (5), t. 6, 
1900, p. 130 u. ff., woselbst auf Paraf verwiesen wird). Der die partiellen Ableitungen 
zweiter Ordnung betreffende Satz ist weniger bekannt. (Vgl. A. Korn, Über Minimal- 
flächen, deren Randkurven wenig von ebenen Kurven abweichen, Abh. d. Kgl. Preuß 
Akademie, 1909, S. 31 u. 32). Man kann indessen diesen Satz ganz entbehren, wenn 
man die Fußnote *) S. 53 beachtet. Es genügt dann den zum Vergleich zugelassenen 
Funktionen u (x, y) folgende Bedingungen aufzuerlegen: Sie sollen in T und auf 8 


stetig sein, auf 5 verschwinden und in 7 stetige partielle Ableitungen der beiden ersten 


2 D) 
Ordnungen haben. Die Ausdrücke en und 0 24 eh ‚ sollen überdies auch noch 
on 02° 0oy 





auf $ stetig sein. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 
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Von der unendlichen Doppelfolge v/” ausgehend, kann man nun 
1... 
ganz wie in I $2 eine Wertfolge w(i=1,2,...) ableiten, so daB 5 u; 
konvergiert und überdies 
1...© 
(22.) 2 w+ M(u) = 
ist. 


Wir setzen jetzt*) 
+ P(z,y,u,) w(x, yJdedy= N®(v,, 92, ...7,)= NW. 
T 


Wie in $ 2 kann man zeigen, daß lim N® existiert und 


n=» 


(24.) NO (vu, 12....)= N®(v)= lim N®%(n,,...v.) 
eine vollsteige Funktion der unendlichvielen Variabeln v,(i=1,2,...) 


darstellt. Sind die Werte VE Fouriersche Koeffizienten einer stetigen 


Funktion u(z, y), ist PEREERG die unendliche Reihe 


a, . on KL 


® 


gleichmäßig konvergent, so ist 
NoW)=//Z, P(x,y, u) w,(x, y)Jdzdy. 
T 

Es sei jetzt &e eine dem absoluten Betrage nach beliebig kleine, 
sonst willkürliche Zahl. Offenbar ist 
u + .. +#4+ (u, Fr &)’ + ar un M(u,, ... U, “+ €, Hırı» “u. Un) >d, 
daher für n= x 
(25.) it tat late) tat + Mlun. un rt 8 irn) >, 
somit 
(26.) 2eu,+&®+ M(u,... u + & rn. +) —Mlu... 4_1, Up irn.) > 0. 


Es ist nun für alle n>]/, wenn wir 


y" 


Ey, ale, ‚y)= U,(z; Y) 





*), Vgl. die Formeln (8.) und (9.). 
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M(u,,... WW, 4 &; PORN u.) — M(in, ... u_ 1, 4» Buırıso++ Mu) 


-/Slre y Una, y) + y,, le N) Pl, y, Une, y))|dedy 
Talko P(a, y,U nn )dady 


+32, iR 2 ,Pla,y,U,(0y)+ 1,912 Walz, y))olz, Ydzdy, 


<A, (z,y)<1. 
Geht man zur Grenze n= w über, so folgt hieraus augenscheinlich 


M(u,,...4_, 44 + €, My, +) — Mlu,,... Pe RE, 


(28.) = , —- N®%(u)+ & L(u,e), 


A. 
L(u, e) < 3, // an dady< A, 
unter A, eine positive Zahl verstanden. 


Aus (26.) und (28.) ergeben sich nun in bekannter Weise die un- 
endlichvielen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten: 


(29.) 24 NO(u)=0. EEE 
V}, 
Es sei wie vorhin (x,, %,) irgendein Punkt im ri von T. Wir setzen 
(30.) V,(&, %) = Se (2), Yo; 2, Y) S_P(a, (2, y))dxdy. 


Aus den bisherigen Bilischiiiihgdn folgt ohne Schwierigkeit, daß 
V,(%,%) sich für alle (x,,%,) in T und auf S mit wachsendem n gleich- 
mäßig einem Grenzwerte nähert. Es sei 

V (x, Y%) = lim V.(& Yo)- 


V (x, 0) ist eine ın T und auf S stetige, auf S verschwindende Funktion. 
Wir finden weiter 


JIV (29 » Yo) ©, (Zu , Y%)dx,dyo = im NV V,(& Yo) @,(Xo; Y)daydy 


T 


lim; Vin P(z, y, U,(a,y))dady/f zu, 9052, y)wıla, n)dndyı|, 
“ ; 
oder da 
Fi 
w,(%, %) - 1 // 6, Y; %y,Yo) Oro, Yo)dXodyo 
T 


ist, auch 
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// V (0, Y)@®,(& , Yo) dXodyı 
T 
aut EL. 0) 
im ST au Pe y, Une Norte, Wdzdy = —,, N n)- vr‘ 
Die Werte ge (i=1,2,...) sind also Fouriersche Koeffizienten der auf 8 
l 
verschwindenden stetigen Funktion V (x, %). 
Setzt man Be 


(32.) W(z,,%)= —- — Ad (X Y05 %, %) >. Pia, Y; Ve, Y ))dzdy, 


so findet man in ähnlicher Weise für die Fourierschen Koeffizienten der 
stetigen am Rande verschwindenden Funktion W(x,, %,) die Werte 


I Win, Yo) ©, (20, Y)dady, 
T 


(33.) 
_.# no Mi 
5; AR: „Pl, y. (2, 9)) @.@, y)dady = — 4; N”) = vn 


Nach RR Sätzen ıst also in T und auf 8 


(34.) W(a,y)=V(e,Y); 
folglich 
y “ = 21. 
(35.) (x, y) = er Akd %,y;5; 3,69 V(S5,n))dSdn. 


Die Funktion V(z,y) hat in 7T und auf S stetige Ableitungen erster 
Ordnung. Da nunmehr der Ausdruck Pf, n, V (&,n)) gleichfalls stetige 


Ableitungen erster Ordnung hat, so hat V(x,y) in T und auf S stetige 
Ableitungen zweiter Ordnung und genügt der Differentialgleichung 


o°u 0°?u Ö P(x y,u) 


u Bu he 
R. FT op 7 ou 


Die Funktion V(z,y) ist eine Lösung des eingangs gestellten Variations- 
problems. Es ist 


Ve, = 2 0,(2, Y). 
Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert unbedingt und gleich- 
mäßig. Sie ist gewiß nicht identisch gleich Null, wenn _P(z, y, 0) 


nicht identisch verschwindet. 
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2 


Ist Ep 


wäre wie in 1$3 zu führen. 


P(x,y,u) >0, so ist die Lösung eindeutig. Der Beweis 


In diesem Falle konvergiert die Folge »v;” für alle © gegen w,, 

lım Ju (2, y) w,(z, yJdxdy = // V(z, y)w,;(z, y) dady. 

u T 

Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, daß u(z, y) auf S verschwindet. 

Der allgemeinere Fall, wenn die Lösung auf dem Rande eine vorge- 
schriebene, regulär analytische Wertfolge annimmt, läßt sich in bekannter 
Weise durch eine geeignete Substitution auf den vorerwähnten zurück- 
führen. Die Randwerte brauchen auch nicht notwendig analytisch zu sein, 
doch wollen wir uns bei diesen Einzelheiten nicht weiter aufhalten. 


$ 4. Das erste Randwertproblem der Differentialgleichung 
u Pu 
dr + dyi = k(ax, y) e“. 
Es sei k(z,y) eine in T und auf S nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung stetige positive Funktion. Wir stellen uns die Aufgabe, unter 
allen ın T und auf S stetigen, auf S verschwindenden Funktionen u(x, %Y), 


deren partielle Ableitungen erster Ordnung in T abteilungsweise stetig sind 
und deren Dirichletsches Integral 


.,% 6) 2 oO 2 
IN 3 + (55) |dzay 
existiert, diejenige zu bestimmen, die das Doppelintegral 
(37.) n-// + 3) + 2ke* | dedy 
T 


zum Minimum macht. Wie in II $2 läßt sich zeigen, daß, falls das Pro- 

ou du Au Au. 
> ddp’ da T und auf S stetig 
sind. Es genügt daher, als Vergleichsfunktionen lediglich Funktionen u(z, y) 


du du Hu u ing 
x’ Oy’ 02°’ Oy? 


blem eine Lösung u(z,y) hat 


zuzulassen, die nebst ihren partiellen Ableitungen 


und auf S stetig sind und auf S verschwinden *). 
Es sei d die untere Grenze des Doppelintegrals (37.) und 2”(z, y) 





*) Die Bemerkung in der Fußnote *) S. 57 gilt unverändert bei dem jetzt 
betrachteten Variationsproblem. 
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(38.) /f\ + ( 2) + 2ke"”| dady= d,, 


(39.) lim d, = d 

ist. zu 

Zur wirklichen Bestimmung des Grenzwertes d und einer Folge 
2" (x,y) (n=1,2,...) bedienen wir uns wieder des in I$1 auseinander- 
gesetzten Verfahrens. 

Von der Folge z"”(z,y) gehen wir zu einer neuen Folge von Ver- 
gleichsfunktionen u‘”(z, y) über, die der Bedingung u”(z, y) <0 genügen 
und überdies so beschaffen sind, daß 


(40.) I, GI + 57) +2%e"|azay- a, 


(41.) lim d,= d 


n=xo 


ist. Wir verfahren hierbei ähnlich wie in I $4 und benutzen den Um- 
stand, daß, wenn in einem zusammenhängenden Teile des Gebietes 7’ die 
Funktion 2”(2,4y) >0 ist, das Integral (38.) verkleinert wird, wenn 
man in jenem Teilgebiete 2”(z, y) durch den Wert Null ersetzt. Da alle 
z”(z,y) analytisch sind, ist die Anzahl solcher Gebiete gewiß endlich. 
An jedem einzelnen sind zum Schluß „die Ecken abzurunden“, 

Offenbar ist 


(42.) N ni re =) | eb, 
somit für alle n 


(43.) HA mail +") |azay ie‘ 


unter d, eine REM; Zahl verstanden. Wir setzen 
1. z y) 


(44.) u” (z, y) = == & VE w,(z, Y). 
Es ıst 
(45.) I, f er a} )+ 5] dedy= 3 wp) <d,. 


Unter du Funktionen der Folge u‘”(z,y) streichen wir jetzt wie 
in 1$2, wenn nötig, eine unendliche Anzahl, so daß diejenigen Werte 
der Doppelfolge »;”, die nach der Auswahl zurückbleiben, sich in jeder 
Kolonne einem Grenzwerte nähern. Um die Bezeichnungen nicht noch 
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‘weiter zu komplizieren, verstehen wir von nun an unter u”(x, y) die 
Funktionen der zurückgebliebenen Folge. Für alle © ist also der Grenzwert 


(46.) lim »;” = u, 
vorhanden. Offenbar ist 
(47.) Eu<d,. 


Es ist ferner 


a. („9 u yirtm) )* 


2 . 
IF Tue, » — wet a, nl'azay- 35°" 2 
(48.) Ar | (n+m 2 D n+m) \: 
ET, ee ET. Mi 
i k; Au+1 i i hi Au Hi 


daher, wie man sich leicht überzeugt, für alle m > 0 gleichmäßig 


(49.) lim Stu, y) - u" '"(z, y)Pdxzdy=0. 
T 


n=o 


Hieraus folgt, daß der Grenzwert 

lim Sf ef, y)dxdy, 

n=® ‘T 
unter f(z,y) eine beliebige in T und auf S stetige Funktion verstanden, 
existiert. In der Tat ist für alle 9 > 0 


un) _ un +p) 
=/ fe "tdzay— [fe "ranay- an (ur — urn) ldzdy 
T T T 


> [Je en+ antenne — ymtn) fd dy, 0 a 0,(x, Yy) u l. 


T 
Da nun 
u” (2,y)<0, u"”(2,y) <o 


ist, so ist 
1,2< // Fazdy / / (u — uernjedady. 
T 2 


Nach (49.) ist also für alle p gleichmäßig 
lım h,= 0. 


In einer ganz ähnlichen Weise läßt sich zeigen, daß auch der Grenzwert 
lim Sf eeng(e, y)dzdy 
——.L 


existiert. 
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Es sei jetzt & eine dem absoluten Betrage nach beliebig kleine, 


N) 


sonst willkürliche Zahl und v(z, y) = VT 


Es ist 
I \iose® - ev)! + (2, (u? + eo)! + 2ke'"re dSdn >d, 


- 





lım /\z: (um + ev)! + (a, + ev)! + 7 Ted d&dn > d,*) 
daher, da 


im (55) +) + 2Re"]asan- a 


ven ae an nejasa 
(50.) pa ; 
Heim (ICH HC a Sr ]aran>e 
n=@'n S £ : 


In bekannter Weise schließt man hieraus 


um dv Aumad ! 
(51) lim /N\ 4 + ker | d&dn=0. 


ist, 


Wir erhalten also 


lım I» + ze /fk (5, ne w, ;(S; n) )asan| = 0, 
N=@ ir 
somit 
(52.) Vi, u, = — lim JJ ken) EN (E,n)dedn. 


Nun ist für alle m 


(3) EST ke, me" sra,(e,ndsan) < Sf (kE,n))e"vasan, 
y T 





*) Wie soeben bewiesen, ist der Grenzwert 


lim Ste swasaı 


n=n* 


vorhanden. Wie man sofort sieht, ist aber auch 


um) 90 um) ee a 
nn I: SEO On, Anl m 


vorhanden, so daß der Grenzübergang gestattet ist. 
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daher 
2 "im (. II ke. NEE w,(E,n)dEdn) 
(54.) ar 
< lim AA (k(E,m))?e” &rdsdn=y, 
also auch 


2 "im (, (fi &, Era, n)didn)<y. 


n=@ 


Die unendliche Reihe r ),u5 konvergiert. Die unendliche Reihe 





3... Mi ' 
are 
konvergiert unbedingt und in gleichem Grade. In der Tat ist 
mw r 2° [wie y)P 
Zu HeN| <zhe  - 
Wir setzen 
1... i 
(55.) B> n® o,(2,4)= u(z,Y). 


Es ist nun weiter 
(n) 3 2 


(56.) lim JS tuta,y) y) — u” (z, y)Pdedy = lim = er -0. 


n=n* n=o I ki 


Aus dieser Gleichung folgt, da 


um (z,y) < 0 (n=1,2....) 
ist, daß für alle (x,y) in T und auf S 
(57.) ulz,y) <oO 


ist. Es ist jetzt leicht einzusehen, daß 


(58.) lım SV ke, y)eendady = N k(z,y)""dady 


n=o" T 


* In der Tat ist 
(n) 
u(2,u)__ een ]dedyı Run Ja y-, en (u — u”) dedy ' 


Ba (u — um)dady, 0<4,(,y)<1. 
T T 


Der Ausdruck rechts konvergiert aber für n= co gegen Null. Aus (52.) 
und (58.) ergibt sich 


(69.) Vi = — I I kE,m)e®Po,(E,n)didn. 


Zune für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 
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Betrachten wir jetzt die Funktion 
“ 1 . 2 u($, 9) 
(60.) Ua, = —., // Ca, & n)kis, Me®"dsan. 
og 
Es ıst 


/J Ve, yo, y)drdy 


a) * ' ER 
re 5m J/ ki ne&rdsdn /) Ge, 9; 5,n)w;(z, yJdzdy, 
oder infolge 


; 
(62.) w,($,n)= 2 ea: y;$,n)w,(z, y)dxdy 
auch 


1 1 c i 
(63.) Ye. y)w,(z. y)dedy= — u) Rs, yet w,(s,n)dsdn = VL 


Die Fourierschen Koeffizienten der stetigen, auf S verschwindenden 
Funktionen u(z,y) und U(x,y) sind einander gleich. Also ist 


(64) u@y)=U(a,y)= Se 2,1; 8, n)k($,n)e®»dgdn. 


Aus (64.) folgt nun in ER Weise, daß u(z, y). inT stetige 
partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat und der Differential- 
gleichung 

2 2 
Gt Ne 
genügt. Man überzeugt sich endlich in bekannter Weise, daß u(z, y) das 
Integral (37.) zum Minimum macht. Es ist also 


INGE) +C3y) + 2re]aray=a. 
Wie man weiß, ist die Lösung, eindeutig. 
Kapitel III. Zweidimensionale Variationsprobleme. Das zweite 


und das dritte Randwertproblem. Stetige Lösungen auf ge- 
| schlossenen Flächen. 


$1. Problemstellung und vorbereitende Betrachtungen. 
Den Betrachtungen dieses Kapitels legen wir das in dem vorher-, 
gehenden Kapitel eingeführte von den Randkurven S begrenzte Gebiet T 
zugrunde. Es sei h(s) eine positive, auf $ erklärte stetige Funktion: 
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(1.) h(s) >hW >0. 
Es möge ferner g(z,y) eine in 7 nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
Ordnung stetige, der Beziehung 

(2.) q(2,4) > 0 
genügende Funktion bezeichnen. Insbesondere kann g(x, y) auch identisch 
verschwinden. 

Wir stellen uns jetzt folgende Aufgabe: Es sind unter allen in T 
und auf S stetigen Funktionen u(z,y), die in T- abteilungsweise stetige 
Ableitungen erster Ordnung haben und deren Dirichletsches Integral 


/ I ")+ (2 ) Jdzay existiert, diejenigen zu bestimmen, die den Inte- 
A 


gralausdruck 
3) = //K e) + (5) + qu’+ P(a, y, u)|dady+ [me de 
y 


zum Minimum machen. P(x,y,u) ist die in II$ 1 erklärte Funktion. 
Die folgenden Betrachtungen sind den im Kapitel II durchgeführten 
analog. Einige Vorsicht erfordert nur die Behandlung der sich jetzt 
ergebenden Randbedingungen. 
Wir gehen von dem orthogonalen, normierten System w,(z, y) 
(= 1,2,...) derjenigen Eigenfunktionen der Differentialgleichung 


u, u 
(4.) A(u)+Au = 5375 öye — qu+ku=0 
aus, die auf S der Bedingung 
7 
(5.) 5 =— h w, 


genügen. Unter - verstehen wir wie immer die Ableitung in der Richtung 


der Innennormale. Die Funktionen y,(z,y) sind in T und auf S stetig 


und haben in 7 stetige partielle Ableitungen der ersten und der zweiten 
Ordnung. Aus (4.) folgt, daß der Ausdruck => + 5 „ sich auch noch 


auf S stetig verhält *). Alle Eigenwerte A, Pier Ditferentialgleichung (4.) 





ow . e 
5 
Zn Ist auf $ stetig. Über 


auf 5 läßt sich, wenn A(s) 


*) Die Ableitung in der Richtung der Normale 


16) w; 
Oy 


Oi 


die Existenz der partiellen Ableitungen = und - 


g” 
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sind, wie man weiß, positiv. Bezeichnet «,(z, y) irgendeine in 7’ und auf 8 
abteilungsweise stetige Funktion, so ist 


(6) SS Tute, Wrazdy= ES wis, mus, mdsdn) . 


Ist v,(z, y) eine andere in T und auf $ abteilungsweise stetige Funktion, so ist 


N te; y)u(X,y)dazdy 


-E IN WE mw; n)d&dn // vo(&, n)ywi(s, n)dsdn. 


Aus der Theorie der linearen Integralgleichungen ergibt sich in bekannter 
Weise der Entwicklungssatz, dem wir im folgenden eine gegenüber der 
üblichen etwas schärfere Fassung erteilen. 

Es sei u*(z,y) eine in 7 und auf S stetige Funktion, die in 7 


stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat. Es wird 


ur Au . 
ferner vorausgesetzt, daß der Ausdruck — 5 + öye sich auch noch auf 8 


(7.) 





* 
stetig verhält, daß u*(z,y) stetige Normalableitung Er. hat und der 
Beziehung 


au * 
u hu 


genügt*). Alsdann läßt sich u*(xz,y) in die unbedingt und gleichmäßig 
konvergierende Reihe 


3) urla,y)= Eye, y) [WE m ws,n)dsdn 


entwickeln. 
Es sei &*(2,, Yo; 2,y) die zu 7’ und der Randbedingung (5.) ge- 


hörige Greensche Funktion der Differentialgleichung 
(9.) Ale EEE ai, 
02° oy? 
Desgleichen sei &(%,4;%,y) die zu der Randbedingung (5.) gehörige 
Greensche Funktion der Differentialgleichung 





wie oben schlechthin stetig vorausgesetzt wird, zunächst nichts bestimmtes aus- 
oO dw 
d2 ’ Oy 





sagen. In den folgenden Entwicklungen kommen aber auch die ‚Werte 


auf S nirgends vor. 
ou* Ou* 


*) Über das Verhalten der partiellen Ableitungen 2 '2y auf 5 werden 





also keinerlei Voraussetzungen gemacht. 
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Fr 
Unter Zuhilfenahme der Greenschen Formel (16.) findet man in bekannter 
Weise 


(10.) = 0*), 


G* (2), Yy;5 2, y)= G(&, Yo; %; Y) 
1 .,» U | . | 
-2n I G* (zu, Yo; 5, n)g(5,n) la, y;$,n)dsdn. 


Für alle (z,,%,) und (2,49) in T und auf $ ist*) 
(12.) |, 95%, y)| <A, loglla— m)’ + (y— yo)’ + Ar. 
Aus (11.) und (12.) folgt unter Benutzung der Fredholmschen Auf- 
lösungsformel für alle (z,,%), (x,y) in T und auf 8 
(13.) |6* (20,905 ©, y) |< As log (a — 20)’ + (y— Yo’) + A; 
Aus (11.) ergibt sich, wenn man (z,%) mit (%,, 4.) vertauscht, da 
& und &* symmetrisch sind, die weitere Formel 


G* (29, 905 ©, y) = G(&o: Yos 2, %) 
SIE (a, v5 5, 1)1(& m) @* la, ys & n)dEdn. 
Die Funktionen y,(z, %) sind Eigenfunktionen der Integralgleichung 
(15.) Ya )= nl © (2, Yo; 2, y) w (2, y)dady. 


(11.) 


(14.) 


Jede in der Form (J &*(a, Yo; %, y)9(x, y)Jdxdy darstellbare Funk- 
T 


tion, unter g(2,%y) eine in T und auf S stetige Funktion verstanden, läßt 
sich, wie man weiß, in eine unbedingt und gleichmäßig konvergente Reihe 
von der Form (8.) entwickeln. Aus der @reenschen Formel 


16.) Stu) - »Au]dzay-— (u? — v2r)as 


läßt sich für unsere Funktion u*(z,y) aber in der Tat die Darsteliung 
1 .,. 0? Es 0? FE - 
(17.) u*(z, y) = 4 &* (20, Yo; &, | za + Zu )— qu*|dzay 


ableiten. 


F j 





*) Über das dritte Randwertproblem der Differentialgleichungen (10.) und 
ou © 
Im t Bir p(z,y) vgl. z. B. Lichtenstein, Sitzungsberichte der Berliner Mathe- 


matischen Gesellschaft, 1910, S. 19—28. 
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Die unendliche Reihe 2 12 ( I, f ur w,d& dn) konvergiert. 


Es sei 7’ wie in Il $1 ein von den Randkurven S’ begrenztes 
Gebiet in 7. Wir finden 


SS wwdsan=— ® et TR 

ee m feed Hi _ gw)didn 
= m fur Lim CE SRAHE SU 4 qwararı 

-_1 Fayde- Lim pl Hd] NV (E5 E+z _ qu*)d&dn 


1 fa et - —qu*|asan, 


(18.) E "(fur y.dedn) = ING - -F3-- u _ qu*| dsan, 


| Bezeichnet v*(z, y) eine Kor u in T und auf S stetige Funktion, 
die in 7 stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung besitzt, 








daher 


* 
auf $ stetige, der Beziehung - hv* genügende Normalableitung hat und 


die überdies so beschaffen ist, daß os + a 4 sich auch noch auf S stetig 


verhält, so ist ur 
"(du* Ov* I R 


AT z h, Se wasan/] vr, 18dn. 


Insbesondere ergibt sich, wenn u* = v* gesetzt wird, 


(20. NG nr) + ) + au |anay + Si ur)’ds = 8. h, £ Kerwasn)‘ 


Bu der Tat ist 
ou* ov* FE 
vB oz d2 rau oy + qu'v*)dady 


fe feier -gur)deit 





so daß 
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NEE usen)äzäys [hear 

a a 
-- [fr a5 Fr) ujina 
ff ewasan ff ul@E + 30)- neasan 


Wie vorhin gezeigt, ” aber 


II v (GE 98 + — qu*|d$dn = a /] Wendsan 


Wir a also ın der Tat die Formel (19.). 


$S 2. Fortsetzung. 


Ist v, ((=1,2,...) irgendeine unendliche Folge reeller Zahlen mit 


konvergenter Quadratsumme, und setzt man 
1 


(21.) Un(®, y) ”. zZ 7 y (z, Y), 
i i 


(22.) SJ Pa, y,u,(z, y))dedy=M (v,,...v,)= M,, 


so findet man ganz wie in II$ 1 wieder, daß 
(23.) lım M, == M(»,, Vo, +» RK u M(v) 


n=o» 


existiert und eine mwollsteige Funktion der unendlichvielen Variabeln 


y; (=1,2,...) darstellt. Sind 7. Fouriersche Koeffizienten einer stetigen 


Funktion «#(z, y), so ist 
(24.) M (v) = // Po y,u(z, y))dxdy. 


Wir werden jetzt zeigen, daß, falls es eine Lösung u (x, y) unseres 
Variationsproblems gibt, diese in T stetige partielle POROEEERE erster 


und zweiter Ordnung besitzt, auf S stetige, der Bedingung 9“ — hu ge- 
nügende Normalableitung hat und in 7 oo FE 

2 

(25.) ce 


de öyt -qu= 2 Pla, Y, u) 
erfüllt. 
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Es sei v*(z,y) irgendeine in 7 und auf S$ stetige Funktion, die 
in T, außer auf einer einzigen geschlossenen Kurve C\,, stetige Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung hat; auf C, ändern sich diese Ableitungen 
sprungweise. Es sei ferner bekannt, - auch die Normalableitung 


Ov, 


Ep auf S rn ist und der Beziehung © —t = hr, genügt, sowie daß 


der Ausdruck ° 4 - er sich auf S stetig verhält. Aus der Minimal- 


y° 


eigenschaft der Dell u(z, Y) 7 alsdann zunächst 


1) 
(26.) vl tr ge + gu uyy+4 SP, y, u)o.)dady+ hunds=0. 
T 


Diese Gleichung ergibt sich in bekannter Weise, wenn man beachtet, . 
daß der Grenzwert 


im /[ [2 +) Jaay= [| Ci) ]azar 


existiert. Es sei nämlich S’” ein Item von geschlossenen regulär ana- 
Iytischen Kurven in 7, die so gewählt sind, daß in den von S und 5” 
or, | Or, 
9" 9 
die Kurve C, ganz in T— © liegt. Es sei ferner © das den Bereichen 


[4 


7’ und © gemeinsame Gebiet. Es ist 


lim I I) +(5) |d2ay 
SEI + 5) Armee A leer 
NICH arar-im (ed Gi)anar-im wire 


Ta 


- SS [G2)+&2]azas fu» Ehen So ösran 


begrenzten Gebieten © der Ausdruck sich stetig verhält und 











- s+8 
Es sei C” die Kurve 
(27.) Gl 5% Y)=Y 
unter y wie in II $ 1 eine beliebig große positive Zahl verstanden. Ä” sei 
das von Ü” begrenzte endliche Gebiet. Wir wählen 
v*(z,y) = G(%,, Y5; 2%,Yy) in T—K”, 


un =y in K” 


und erhalten 
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See + 2rön]asay = m (F[pedn + Suönacay 


T=Tn_ K' 
cs 2) 06 ” ‘ 06 PER 0& bi . 
== J un, ds iim / un, ds = J/ un, ds J hußds, 
daher nach (26.) 
- fu: Gas+,// 6 (2. Yo; 2, Y); ° Piz, y,u)dady 


(29.) ” S wa pr be 
oO ' 
# / G(z,, Y 5 T, y)gqudzdy + // y|42- Pia, Y, u) + qu|dady = 0. 
T—K' K' 


Geht man zur Grenze y= wo über, so findet man mit Rücksicht 


darauf, daß 
limy /J azay = 0 


9 kr 
ist, in bekannter Weise 


u. Ö 
(30.) u (zo, 90) = 92.) ) 80 Yo; %, %) 3 ty w)+ qu| dady. 


Aus dieser Formel folgt sofort, daß u(x.y) in T stetige partielle 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung g und der Difierentialgleichung 
2 N)? 
(31.) + se qu= °_P(a,y,u) 


day? PIEyP 
genügt. Daher ist der Ausdruck Fu, Fu 


Ir + Er auch noch auf S stetig. Es 


ist nun auch leicht zu zeigen, daß auf S 


u 
(32.) 3. = hu 


ist. Es sei nämlich U(x,y) diejenige in 7 nebst ihren partiellen Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung stetige Lösung der Differential- 


gleichung 
®U &U 
(33.) EP äy ” }2-P(a, y,u)+ gu, 
die auf $ der Bedingung 
(34.) SS =hü 


genügt*). Nach bekannten Sätzen erhält man 


77 1 i Ö 
(35.) U (x, %,) = 5.) Sa Y05 %, Y) 145, Piz, y,u) + qu|dady. 
4 26 


*, Vgl. die Fußnote *) S. 69. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 
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Hieraus und aus der Gleichung (30.) folgt identisch 
U (&,, %0) = U(%o, Yo). 
Also ist auf S die Normalableitung = vorhanden und stetig. Ferner ist 


ou 


(36.) u hu. 


$ 3. Auflösung des zweiten und des dritten Randwertproblems, 

Wie in II $ 1 genügt es augenscheinlich, unter den zum Vergleich 
zugelassenen Funktionen nur diejenigen zu betrachten, die in 7 und auf 
S stetig sind, in 7T stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ord- 
nung haben, deren Normalableitung ferner auf $ stetig ist und der Be- 
ziehung (36.) genügt und deren zweiter Differentialparameter sich schließlich 
auch noch auf $ stetig verhält. Es sei d die untere Grenze des Integral- 
ausdruckes Z, und u®(z,y) (n=1,2,...) eine unendliche Folge von Ver- 
gleichsfunktionen, die so beschaffen sind, daß 


(37. ) N (= >y% (=) rs glum)? + Pix, y, un)]dzdy+. [ mum)ds-d “ 


(38.) lim d,=d 


n=&o 








a 1 I TV Te u N sn 


ist. Zur Bestimmung des Wertes d und einer Folge u" (n=1,2,...) 
kann man wie in I $ 1 verfahren. Augenscheinlich ist für alle n 


N + a) Mr alu mje] dedy+ F h(u®)®ds <d, (d,— Konstante). 


ANEN| man 
a a „m 
(40.) una, y)= B> yuyıle Y). 
so ist 
2. 
(41.) & (vr)? < d,. 


Von der Doppelfolge y (,n=1,2,...) gelangt man wieder zu 
einer Folge u, (= 1,2,...), so daß Zu konvergiert und überdies 
1...© 
(42.) 2 uw + M(u)=d 


ist. Die weitere Betrachtung verläuft derjenigen in Il$1 parallel. 
Setzen wir*) 


x) Vgl. die e Formeln (21.) und (22.). 
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N®(v,,v.,...)=lim N®(v,,...v,) 


n=n 


43. 
(43.) — lim IBM (2, y, u) ywi(z, y)dady, 


so finden wir für «, (@=1,2,...) die unendlichvielen Gleichungen 
(44.) 2u, + n N®(u)=0. (= 1,2,.,,) 
I 
Es sei jetzt 


(45.) U,„(z, y)= 3 t -Y;(R, Y) 


, 
und 


(46.) la, Y)=—- 4, in //® (20, Yo5 %,%) S_P(z, y,U,(2,y))dzdy. 


Aus den Ten Betrachtungen ni mit Rücksicht auf 

die Ungleichheiten (2.) (Kap. II), daß V,(z,,%,) sich für alle (2,,%,) in 7 

und auf S mit wachsendem n gleichmäßig einem Grenzwert nähert. Es sei 
(47.) V (0, %) = lim V,(2 , Yo). 


n=n 


V(x,%) ist eine in 7T und auf S stetige Funktion. Man findet weiter 


JIV (2a , Yo) Yılzo , Yo) dydy, = Iim / V» (%o ; Yo) Wı (X, Yo) dzudyo 
(48, j 
= — lim — ru „r@ Y; U,(® y)dzdy| /J® (Zo, Yo; %,Y) W, (2, Yo)daodyı| 


a © 


oder, da 
A .,. 
(49.) v,(z,y) = sl G* (x, Y; Zu, Yo) Yıl%o, Yo) AXod yo 
gi 
ist, nach (44.) 


(50.) N V(%, Yo) Y (to, yodrdye = = = 1, 
Die Werte # Yxr (=1,2,...) sind also Fouriersche Koeffizienten der 
1 


steligen Funktion V (x, au Setzt man jetzt | 
(51.) W (&.; %) = — —— I (20 Yo; %; Y)5 “Plz, y,V(x ‚y))dady, 
so findet man ganz wie in n 3 PR zweiten W(z,y)=V(x,y), d.h. 
(52.) Ve, = yiön) SP(&,n. VE n))dsdn. 


10* 


76 Lichtenstein, Existenzprobleme der Variationsrechnung. 


Wendet man jetzt die Beziehung (14.) an, so erhält man nach 
einer leichten Umrechnung 


1 .,r d ü & 
,a,9)=—-4;/J Sa yEn) z,P& m; VE, m))dsdn 
(53.) r TR 
T 


Diese Gleichung ist der Gleichung (30.) ganz analog. Wir schließen 
aus ıhr, daß V(z,y) in 7 stetige partielle Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung hat und der Differentialgleichung 


0° O?u Ö 
(54.) 3: + Er qu = 3a, Yy, u) 
genügt. Auf 5 hat V(x,y) stetige, der Bedingung © —— = hV genügende 
Normalableitung. 


Wir nehmen jetzt an, daß g(x,y) in 7 nicht identisch verschwindet 
und wie vorhin der Beziehung 
(55.) qı(2,y)>0 
genügt. Es läßt sich dann das folgende Variationsproblem erledigen: 
Unter allen in T und auf S stetigen Funktionen, die in T abteillungsweise 
po Ableitungen erster Ordnung haben und deren Dirichletsches Integral 


//\ Aa + (55) ]a2ay existiert, sind diejenigen zu bestimmen, die das 


EEE? 
(56.) N En): +(55) + qq? + P(x, y, u) |dzdy 
zum Minimum an 
Man geht von dem orthogonalen, normierten System derjenigen 
Eigenfunktionen der Differentialgleichung (4.) aus, deren Normalableitung 


auf S verschwindet. Die zugehörigen Eigenwerte sind sämtlich positiv. 
Man gewinnt so eine Lösung der Differentialgleichung (54.), die auf S der 


Beziehung - — 0 genügt. 
Wäre g(z,y)=0, so zung man von der Differentialgleichung 
2u 





auszugehen. Im N‘ Falle ist ein Eigenwert gleich Null. Dieser 





EEETEEERERETEN 





EEE VENEN EEE RE 


a 
2% 2 
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Umstand hat Schwierigkeiten zur Folge, denen man durch besondere An- 
nahmen über die Funktion P(z, y,w) begegnen kann. Dieselbe Erschei- 
nung zeigt sich bei der Bestimmung von Lösungen, die auf geschlossenen, 
singularitätenfreien Flächen sich stetig verhalten. Diesen Betrachtungen 
wenden wir uns jetzt zu. 


$ 4. Stetige Lösungen auf geschlossenen singularitätenfreien Flächen. 


In ähnlicher Weise wie in den vorhergehenden Paragraphen lassen 
sich stetige Lösungen gewisser nichtlinearer partieller Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus auf geschlossenen, singularitäten- 
freien Flächen bestimmen. Legt man der Betrachtung speziell einen Torus 
zugrunde, so erhält man bei dem Übergang zur Ebene doppeltperiodische 
Lösungen. Man hat hierbei lediglich die durch geeignete Schnitte einfach 
zusammenhängend gemachte Oberfläche des Torus in bekannter Weise auf 
die Fläche eines Rechtecks konform abzubilden. Im eindimensionalen Ge- 
biete entsprechen den im folgenden betrachteten Lösungen periodische 
Lösungen. 

Es sei T eine der Einfachheit halber regulär analytische, geschlossene 
Fläche. Ihre Punkte denken wir uns auf ein beliebiges System isother- 
mischer Parameter p und g bezogen. Das Linienelement der Fläche sei 


(57.) ds’= o(dp’+ dag’). 
Die beiden Beltramischen Differentialparameter der Fläche sind 
ou du Fu, Pu 
(58.) 4 -216 ) + 6 )], 4 “ii 15 F 32) 


Es sei jetzt Q(p,g) eine auf 7 erklärte nicht negative, nicht 
identisch verschwindende, nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ord- 
nung stetige Funktion. Es sei ferner P(p,g.u) eine ‘auf 7 nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige, den Beziehungen 
Ki 


'ö 


RK; 
(59) PFpgW>0, ;,P(p; 4, u u) <A, 5: Pr W)<4 


(A, = Konstante) 


genügende Funktion. Wir stellen uns die Aufgabe, unter allen auf T 
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stetigen Funktionen, deren partielle Ableitungen erster Ordnung abteilungs- 
weise stetig sind, diejenigen zu bestimmen, die das Integral 


(60.) NYısıu + Qu’ + P(p, q,u)]dw, 


unter dw das Flächenelement verstanden, zum Minimum machen. 

Die Behandlung dieser Aufgabe ist derjenigen in $$ 1 und 2 be- 
trachteten ähnlich. Da Randbedingungen jetzt nicht vorliegen, so treten 
sogar Vereinfachungen ein. 

Man zeigt zunächst unter Zuhilfenahme der auf 7, außer in 
einem Punkte (?,, 90); nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetigen, in (?,, 90) logarithmisch unendlichen Greenschen Funk- 
tion der Differentialgleichung 

A4Au— Qu=0 
daß die gesuchte Lösung, falls sie existiert, auf 7’ stetige Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung hat. Es ist daher erlaubt, als Vergleichs- 
funktionen ausschließlich Funktionen anzunehmen, die auf 7 nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster und ‘zweiter Ordnung stetig sind. 

Der weiteren Betrachtung legt man die auf 7 nebst ihren partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetigen, orthogonalen, normierten 
Eigenfunktionen H,(p, q) der Differentialgleichung 





(61.) d,u—-Qu+4ku=0 
zu Grunde. Auch sind alle Eigenwerte 4, e- 1,2,...) positiv. Die 
unendliche Reihe IE Fl konvergiert, die Reihe” z ae. : Dr konvergiert 


unbedingt und gleichmäßig. Jede nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung auf T stetige Funktion u(p, g) läßt sich ın eine 
unbedingt und gleichmäßig konvergierende Reihe 


E..c » Aura ren 207 
(62.) u(pg)= 2 Hp, d// u(p, q) H,(p, Q)dw 
T 
entwickeln. Es ist schließlich 
.,. 1... ., WER BE: 
(83) //TAu+ QuWjdo= Zu| /f up Hp, Dada]. 
x e 


Die weitere Betrachtung verläuft ganz wie früher. Man gewinnt 
eine auf 7 nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
stetige Lösung der Differentialgleichung 











= 0 SR ale nr 
1 a 532 0. 0.20%... 
BET. ER ER, 
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1) 
(64.) A,u— Qu = 35, g, u). 


Ist für alle (92,9) auf 7T und alle u 
0° 
du? 


; so ist die Lösung eindeutig. 


P(p», 9, u) >0, 


Ist Q(p,g) = 0, so versagen unsere Betrachtungen, und zwar weil 
die Differentialgleichung 
3 I,u+ ku=0 
den Wert Null zum Eigenwert hat. Wie in I $4 läßt sich unter ge- 
wissen speziellen Annahmen über die Funktion P(p, q,«) doch noch die 
Existenz überall stetiger Lösungen der Differentialgleichung 


0) 
— 1 





TITTEN 


beweisen. 





Kapitel IV. Auflösung einer nichtlinearen Integralgleichung. 





Es sei K(s,t,u) eine in dem Gebiete 
(1.) 0<s<n, 0<t<n, 0<zu<nı 
erklärte stetige, symmetrische Funktion. Unter allen in dem Intervalle 

(2.) 0<s<n 
is stetigen, der Beziehung 
€ ko nr 
i (3.) J/ TotsFras= 5 
ER 0 
. genügenden Funktionen sind diejenigen zu bestimmen, die das dreifache 
# Integral 


(4.) III Re, t, u) p(s)y(t)y(u)dsdtdu 


zum Maximum machen*). 
Es seien p(s), w(s), z(s) beliebige in (2.) stetige Funktionen und 





0...@ 0... © 0...0 
(5.) p(s) 2 2,008 18, W(s)- 2 y,c08 is, T(s)e 2 2, C08 78. 













*) Der Einfachheit halber wird K(s,t, u) stetig vorausgesetzt. Die Betrach- 
tungen dieses Kapitels gelten, wie man sich leicht überzeugt, auch wenn bei K‘(s, t, u) 
und »(s) geeignete Unstetigkeiten zugelassen werden. 
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Nach bekannten Sätzen ist 


FI SI RW wL)r(u)dsdidu 


0...@ ru n n 
(6.) = 5 2,9% f [ [ K (s, t,u) cos vs cos jt cos kudsdtdu 
vn ee 
0... 
"r = 0,4% Y;% = II(&, y, 2). 


II(z,y,2) ist eine vollsteige Funktion der unendlichvielen Variabeln 


2,95% (= 0,1,...). Es ist nämlich zunächst 
| 2 
| 2 2 
mr Gay <, Z_ Va 2 U 
(7 ) i+j+tk>n i+i+k>n i+j+k>n 
N 0...0 Ya N rar . ö 
< 9 T; P2 Y; > zk. P A;;k-» 
i ; k i+j+k>n 


Die unendliche Reihe ya, konvergiert. Für alle den Beziehungen 
i, j,k 
0...© 0...@ 0... © 
(8.) zu<ı zyu<lı z23<l1 
genügenden Werte der unendlichvielen Variabeln konvergiert der Aus- 
druck auf der linken Seite der Formel (7.) mit unendlich wachsendem n 
gleichmäßig gegen Null. Sind nun z®, yP, zP(-y,,,) unendliche Folgen 


i=0,1,... 


von Zahlen, so daß 


0...%© 0...%0 0...0 
9.) ZaPY<I; > (yPPr<1, 3 (PP <1, 12. 


0) 


(10.) lim «® = af, lim y® = yf, lim 29 = z#, (=1,2,...) 
I= I= I= 
so ist, wie man nunmehr leicht sieht, 
(11.) lim 77 (29 , y® , 2") = II(x*, y*, 2*). 
I=® 
Die Funktion //(z,y,2z) ist also in der Tat vollstetig. 
Ist 
A 
(12.) 25+ 2 u =l, 
daher 
0...© 
3 <l, 


so ist offenbar 
| 0...0 _\30...0 0... 
13) 1m" <(E EM) au<2 ai 
u i,, N: 
Das eingangs gestellte Problem ersetzen wir jetzt durch das 
folgende, wie sich bald zeigen wird, ihm äquivalente: Unter allen der 


SS a N RER 
a Zu a a re rd Fe a aan EN use ” 


ET 





er 





ae Br 
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Gleichung (12.) genügenden Werten der Variabeln z,(i= 0,1,...) sind die- 
jenigen zu bestimmen, für die die Funktion II(z,x,x) ihr Maximum erreicht. 

Es sei d die nach (13.) endliche obere Grenze der Werte der 
Funktion //(x, x,x), wenn ihre Argumente die Bedingungsgleichung (12.) 
erfüllen. Es sei 


ne) ee) 


eine unendliche Doppelfolge reeller Zahlen, die so beschaffen sind, daß 


1... 
(15.) 2(n) + 2 (@YV=1, 
0... r 
(16.) 1,00 0 = II (a0, x", x") = d,, 
i, j,k 
(17.) lim d, = d 
I=o 


ist. Die explizite Bestimmung des Wertes d und einer Folge x;” macht 
gar keine Schwierigkeiten. 
Man setze etwa 


P,(8)= 3b, COS is 
und bestimme b,(i=0,1,...n) so, daß 
ob + 5 = 1 
ist, während zugleich der Aanliendk 
II(b, b,b) = Fi N K K(s,t,u) #,(s) F,(t) P,(u)dsdtdu 


sein Maximum hie 
Man zeigt leicht wie in I $1, daß lim d„=d ist und daß %#,(s) 


n=@ 


(n=1,2,...) eine Folge der verlangten Art ist. Da aus (15.) 
u I=1,2,... 
(18.) | <l1 (=) 1.9 
folgt, so kann man aus der Doppelfolge (14.) eine andere Doppelfolge 
im1,2 
(l) Durch Dudeche 
(19.) 5; GE ©,2,. ") 
extrahieren, so daß die Grenzwerte 
(20.) lim 2P=5£, (= 0,1,...) 
I=o 


existieren. Augenscheinlich ist 
(21) 2? + Zr =1, 


Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 
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daher 


Be 
(22.) 25 + 8 <<. 
Ferner ist 
n 0... 
(23.) TI (20, 0, 0) — 3 a; ;, 59 E09 &W = 60), 
1,7; 
(24.) lim d, = d. 


l= 


Da die Funktion //(z,x,x) vollstetig ist, so ist 
0... . 
(25.) II(S,5,5)= =, 4; 484555, = lim IT(80, 50, 50) =d. 


I= 


Nunmehr sieht man aber auch, daß in der Beziehung (22.) das 
Gleichheitszeichen gilt: 


(26.) 28+ 3 =. 
Es sei nämlich 
284 3 @- h<l. 
Wir setzen 


= 7 (=6,1....) 
und erhalten 


(+ 2-1, Ir) - Ey >, 


was ausgeschlossen ist. Es ist damit bewiesen, daß unter der Nebenbe- 
dingung (12.) die Funktion /7(z,x,x) für die Werte 
= Si (= 0,1,2,...) 
ihrer Argumente ihr Maximum erreicht. 
Für beliebige Werte der Variabeln mit konvergenter Quadratsumme 
ist offenbar 


(27.) [IT(&,x, 2)? — a|2x} -+ Fr 2] < 0. 


Es sei &@=0,1,...) irgendeine Folge von Zahlen mit konvergenter 
Quadratsumme, & eine dem absoluten Betrage nach beliebig kleine Zahl. 
Nach (27.) ist 


ü zu a er wi 3 
(28.) [ITE+ ES, 54ER [ES + 5? + & (+ ei] <o 
oder mit Rücksicht auf die Beziehungen (25.) und (26.) auch 
n 1... 2 = 1... j 
6e| 7708, 8,9 1708, 8,9 (28+ 28) (25% + 2 5)] + de) <o. 
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Da & positiv oder negativ gewählt werden kann, so folgt hieraus in be- 
kannter Weise 


(29.) II(5, 5, = (BE + ie: S; $)- 


Die Werte $,; (=0,1,...) genügen dem aus (29.) sich ergebenden System 
unendlichvieler en 


&= 3 ya os; = 3 ib, Ki s, t, u) cos is cos jt ds di du, 
di 2; 
(30. 1 0...© 1 0. 
&= F 2 PARAT a2 as,f Y pr K(s,t, u) cos®s cos Jt cos kudsdtidu. 
(km1,2,...) 
Die unendliche ger 
(31.) P et, 8 K (s, t, x) cos es cos jtdsdt 
0 


konvergiert für alle z ın kan Intervalle (0,rn) in gleichem Grade. Es ist 


nämlich 

| | 2 0...® h ni 
25] £ K(s,t,x) cos is cos jtdsdt =) Sb,88 << 2, EN 

En I«+ji>n i,) i+i>n 

Nun N 


lim 2 &5=0, 


n=2i+j>n 
da ja die Doppelreihe 8 5?5; konvergiert. Ferner ist 
i,) 
0... @ . . nm y*’n " 
2 u,<a SS IK(st,a)Pdsdt <A, 
; 0 0 
unter A, eine positive Konstante verstanden. Also ıst die Reihe (31.) in 


der Tat gleichmäßig konvergent. 


Setzt man 
0. 
(32.) 2 >77 4 2 K(s,t,x) cos is cos Jjtdsdt = O(x), 
1,7 


so ist O(x) eine in (om) Funktion. Nach (30.) ist 
owau-}, 3 &, 8 I dr Fr K(s, t, uw) coses cos jtdsdtdu =n$,, 
(33.)° # 
/ O(u) cos kudu=", > ul ee [’ K (s,t,u) cosiscos jtcoskudsdtdu= " ; 
na 0060 


(k=1,2,...) 


0 
Die Werte 
(34.) Vn&,, Y: 5, 
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sind demnach Fouriersche Koeffizienten der stetigen Funktion ©(x) in bezug 
auf das zu dem Intervalle (0, rn) gehörige Orthogonalsystem 


y 2 COSTX. (i=1,2,...) 
TU 
Es ıst also 

(35.) Aa)» 3 &cosie. 
Aus (26.) ergibt sich sogleich die Beziehung 

ne a 3 
(36.) J [9(@)Pda= 7. 
Es ist schließlich leicht zu sehen, daß ®(x) der Integralgleichung 
(37.) u)= 5, IST Kis,t,u)9(s)O(t)dsdı 
0 0 


genügt. Die Fourierschen Koeffizienten des Ausdruckes auf der rechten 
Seite der Formel (37.) sind nämlich gleich 


uf JS F% K(s,1,u) @(s)O(t)dsdtdu 


oe ul IT: K(s, t, u) cos is cos jtdsdtdu = Vn$,, 
0 0 


i,) 0 


DD 


HE IST" R66 0) 06) OW) cos kudsdtdu 


>58, ISIS "R (5,1, u) cos is cos jt cos kudsdtdu = Y” &,, 


/. Kader 
av 
d.h. gleich den ER Koeffizienten der Funktion (x). Da nun 
sowohl (x) als auch das Doppelintegral in (36.) in (0,7) stetig sind, so 
gilt in der Tat die Beziehung (37.). 
Aus (6.), (25.) und (35.) folgt 
(38.) SI I Kst) 005) Ol) O(u)dsdtdu = IT(&, 8,5) =d. 


._ ws; - 


Augenscheinlich ist d der höchste Wert, den das dreifache Inte- 
gral (4.) unter der Nebenbedingung (3.) annimmt. Die Funktion ©(x) 
ist eine Lösung unseres Variationsproblems. 
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Sur lintegration de certains syst@mes indetermines 
d’equations differentielles. 


Par M. E. Cartan ä& Paris. 





Dans un article r&ecemment paru dans ce Journal (t. 143, p. 300), 
M. Zervos a generalise le theoreme de M. Hilbert sur Yimpossibilit€ de la 
resolution de P’equation 

Mile) 

di dx? 
par des formules de la forme 
(1.) z=flt,w,w,..%), y=plti,w,w,...%), 2=vit,w,w,,...W,), 
ou w designe une fonction arbitraire de t et oü w,, %,,... w, designent 
ses derivees successives. 

Il est facile de trouver la condition necessaire et suffisante ä la- 
quelle doit satisfaire un systeme de A &quations differentielles ä A+1 
fonctions inconnues pour que sa solution generale, supposee dependre d’une 
fonction arbitraire d’un argument*), soit susceptible de se mettre sous la 
forme indiqu&e plus haut, les seconds membres pouvant möme contenir 
des constantes arbitraıres en nombre fini. 

Tout systeme de la nature indiquee se ramene en effet ä un 
systeme S de n &quations de Pfaff & n-+ 2 variables, dont n + 1 depen- 
dantes et une independante. 

Soit 

(2.) w,=0 (i=1,2,...n) 
ce systeme de Pfaff et soit w,,,, @,;,. deux expressions de Pfaff ind&pen- 


*) La methode s’applique du reste & tout systeme differentiel dont l’int&grale 
generale depend d’une fonction arbitraire d’un argument. 
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dantes entre elles et independantes des premiers membres w,, ws,... @, 
des @quations du systeme. 

Convenons de designer par w’ le covariant bilineaire d’une ex- 
pression de Pfaff w. Considerons, pour un systeme de Pfaff queleonque &: 


(3.) 2,=0, 2.=0,..2,= 0, 
l’ensemble des @quations de la forme 
(4.) 2, +12, + +1,02, = 0 


qui jouissent de la propriete definie par la congruence 
te +... +1, = 0 (mod 22,0% ...2,). 
Convenons d’appeler derive du systeme (3.) le systeme de Pfaff 2’ defini 
par toutes les &quations (4.). On pourra de m&me considerer le systeme =” 
derive de 2’ et ainsi de suite. 
Dans le cas (2.), comme on a*) 


wo; = 6;[w,.ı ©.+2] (mod w,, @g, ... @,) 


le systeme derive S’ est identique au syst&me S, si tous les c;' sont nuls, 
sinon il est forme de n— 1 &quations independantes. Dans le premier 
cas le systeme S est compl&tement integrable; nous @cartons ce cas. 

Nous pouvons alors supposer que le systeme derive 8’ est forme 
par les na — 1 premieres @quations 

o=-0,. =0,..%0,”=0. 

2. Designons par “,, 4g,... u, les constantes arbitraires qui entrent 

dans la solution generale du systeme (2.) et posons 


= du,. de 1,2,...8) 
Posons de m&me 
o, = dw — w, dt, 


Il resulte de l’hypothese faite que, si on tient compte des for- 
mules qui expriment les variables du systeme donne au moyen des «,, 
de t, de w et des w,, on a des identit&s de la forme 





*) Je designe pour abreger par [w„+1@„+2] l’expression bilin&aire 


d ) ö d j 
+1 On+2 — Omrı On+2: 


la congruence signifie de plus que l’Egalit© a lieu quand on fait 
“ww zum 000 m W, == =. = a0. 
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er = Pufıt + Part au@ı + 0a; + +++ 0,W,, 
( 4.) Irene. een ie ah .o. dh am 
PREREEN ct PasXet mt a W + + Al, 

Les seconds membres de ces formules contiennent les expressions ®, 
jusqu’ä un certain ordre, soit ®,; cela n’exelut pas la possibilit€ que les 
coefficients «&, et A, dependent de w,, %,,1,%,ıs etc. En tous cas les 
coefficients @,,,... &,, ne sont pas tous nuls*). 

Sı nous formons les covariants bilineaires des deux membres des 
relations (4.), nous obtenons facilement 

(5.) 0; = a,[dt@,,,] (mod 1; ++: Xu @1 5 ++ @,) 
D’autre part nous avons par hypothese 
u PR; 
| 0,— C[Wy4 One] 

Les congruences (6.) sont vraies a fortiori par rapport aux modules 

Kırr++ Kor ©... @,. Il resulte de la comparaison des formules (5.) et (6.) 


(mod w,, We, ... @,)-. 


0,= 09, = ..._— On_1, 7 0, 
Oyr [dt ®,+1] EN c[wn+ı On+2] (mod Kr Ks 0,» Eon ö,). 
On en deduit, comme w,;ı et @,;s ne sont definies qu’ä une substitution 
lineaire pres, et comme «,, n’est pas nul, 
0, =dt, ® 2 
iu (mod %ı> +++ X» WW; ... ®,) 
Dr. = Wr 
ou encore 
7.) 0, =di+iw,, 
ie. 
Dn+2 = W,+1 nn WW, 
3. Considörons maintenant le systeme S’ dont les &quations sont 
ww; = 0, ... wW._ı = 0; 
les premiers membres de ces @quations sont des combinaisons lineaires de 


(mod %ı, +++ X, @ 5 ++: @,_})» 


Xır+++ Ko; Bis. W,_:- 
On a, d’apres (4.), 
(8.) = «,_,[dt®,] (mod X, +++ X; ©, ++. @,_ 4). G=12,...n—1) 
Soit, d’autre part 
9.) & =h[w,w,,.]+ k[lw,w.r:] (mod w,,8,... @,_ı). 





*) ]I est impossible que l’une au moins des expressions © n’entre pas dans les 
seconds membres: sinon on verrait sans difficult@ que l’integrale generale de $ ne 
dependrait que de constantes arbitraires. 





® ÜE EN 7 Yalkpiigts dh 


TFT ya; 


ak 


EEE 
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Ces dernieres congruences auront lieu a fortiori si on prend comme modules 
Kir X, Os... @,_1; elles se reduisent alors, d’apres (7.), ä 
(10.) ©; = h,o,,[@®,dt] + k,;a,,[®,®,;:] (mod 215... Xu O5 +: @,_1)- 
En comparant (8.) et (10.), on voit qu’on a 
ei, 


Onr 

Cela pose si tous les A, sont nuls, le systeme S’ est son propre 
derive et est par suite completement integrable; — si les Ah, ne sont pas 
tous nuls, le systeme S’”’ est forme de n— 2 @quations; de plus, comme les 
covariants @|, @, ... @,_, ne dependent, en tenant compte des @quations de 8’, 
que de w, et w,,,, on sait, d’apres un theoreme classique, que les &quations 

=== W107 Wr 0 
sont completement integrables.. Autrement dit on peut, au besoin par un 
changement de variables, supposer que le systeme S’ est un systeme de 
n — 1 equations de Pfaff a n-+ 1 variables, susceptible d’etre mis sous une 
forme analogue a (4.), les coefficients «,,., neant pas tous nuls. On 
peut donc repeter sur le systeme 5’ le raisonnement qui a et& fait sur le 
systeme S. 

4. De lä resulte la solution du probleme propose. Pour que la 
solution generale du systeme S soit susceptible d’etre mise sous la forme 
voulue, il faut que si l’on forme les systemes derives successifs S’, S”,..., 
chacun de ces systemes contienne exactement une equation de morns que le 
precedent, ä& moins que l’un des syst&mes derives S""® ne soit completement 
integrable. Dans ce cas ıl est evident que les syst&mes derives suivants 


"=, Si S® n’est pas compl&tement integrable, il peut 


sont identiques ä S 
etre mis sous la forme de n —: @quations ä n—i+ 2 variables. 

La condition obtenue est suffisante. Supposons d’abord qu’aucun 
des systemes derives ne soit completement integrable. Alors le systeme 
S"=® contient une seule equation qu’on peut supposer &tre 

0 =ß(, 
le systeme S=” en contenant deux qu’on peut supposer @tre 
0-0, u =0 
et ainsi de suite. 

Le systeme S""® peut etre mis sous la forme d’une &quation non 

completement integrable ä trois variables; il est done reductible ä la forme 


o,=dy—ydı=d. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 12 
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Le systeme S"=® &tant derive de S""®, on a 
o, = [dady,] = 0; (mod w,, @;) 
par suite w, est lineaire en dz, dy et dy,, et on peut supposer w, de la forme 
0, = dy, — Yoda. 
Le m&me raisonnement montre de proche en proche qu’on peut supposer 
O3, ....0, de la forme 


DV, == dynı — u 
Par suite Vintegrale generale du systeme S est de la forme 
ı=t, y=-uw Y=W; ..- Yn—ı T Wn-1, Yan Un 
Supposons maintenant que le systeme S""® soit completement 
integrable; il peut alors &tre reduit ä la forme 
ds, =dn=.- =dn= 0. 

Le systeme S"’+D n’est pas completement integrable et il est ä h+3 
variables; par suite, en tenant compte des &quations de S"—®, en peut supposer 
94, dy— yıdız 
le raisonnement se continue ensuite comme ci-dessus et on a 

por u ey yda, 


w, = ale 1 _y, „de. 

L’integrale generale de S est alors de la forme 

1 =0, G=l,.. =, 
=L Y=W, Yız Ws +++ Yn-ı 7 Un: 

Le theor&me est donc completement demontre. 

Remarquons que la resolution du systeme S sous la forme voulue 
exige, dans le cas general, integration d’un systeme completement inte- 
grable de Ah &quations, suivie de la reduction d’une &quation de Pfaff 
ä la forme canonique 

dy— ydı=0, 
ce qui exige, comme on sait, deux operations d’ordres 3 et 1. 
5. Appliquons le th&or&me general pr&ecedent & l’equation differentielle 


dz dy Ey 
(11.) a Nov I: 2) je’ 10) 
cette equation est &quivalente au systeme de Pfaff ä cing variables S*): 


*) L’ötude des systömes de Pfaff & einq variables a fait l’objet d’un m&moire 
detaill& que j'ai publi& Ann. Ee. Norm. (3) 27 (1910), p. 109. 








EEE SUR 
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[®: =dy— ydıe=0, 
(12.) ı9,=dy— y"ds=0, 
kä = dz2 — f(z,y,2,y', y’)dx = 0. 
Pour determiner 58’, caleulons w/, w;, w. Nous avons 
os =0, 
= [dedy”], (mod w,, @,, @,) 
0, = f[dady”) 
Les @equations du systeme S’ sont donc 
d=o0=dy—ydı=0, 
\o,= w,— ,o,= de — udy —(f y"f)de = 0. 


LAG 


(13.) 


Determinons maintenant le systeme derive ; On a 
0, = [dady') 
= lady dy’)+ Yhn[dady”’)+ Aldady’). 


Pour que le systeme 5” soit forme d’une &quation, ıl faut et ıl 


(mod ®,, ®,) 


suflit que l’on ait 
yon = y” fyr = 


c’est-ä-dire que f soit lineaire par rapport a y”. 


ge ’ 


Reciproquement si f est de la forme 
[= y”A(z, Y: %, y‘) + Bo, y, 2%); 
le systeme S’”’ sera forme d’une @quation et la solution generale de Vequa- 
tion (11.) sera de la forme voulue. Pour l’obtenir sous cette forme il 
suffira de reduire l’equation qui constitue 5” ä sa forme canonique; or 
cette &quation, tous calculs faits, est 


j OB 0A 0B 04 ‚OA 
dz — Ady — (45, — BF, + En ine; 3,49 


oB Ö oB 0A OA 

r [y(4 02 ” * . ey u e Oy 

Comme autre consequence interessante signalons la suivante. Le 
systeme difierentiel qui determine les courbes gauches de torsion constante 
donnee se ramene ä un systeme de trois equations de Pfaff ä cinq vari- 
ables; le calcul montre immediatement qu’ıl ne satisfait pas aux con- 
ditions enoncees plus haut. ZI est done impossible d’exprimer les coordonnees 
d’un point de la courbe la plus generale de torsıon constante par des expressions 
dependant d’une maniere determinee d’un parametre t, d’une fonction arbitraire 
w de t et de ses derivees jusqu’a un certain ordre. 
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(1‘.) e=1l+wn+wn+.- 
eine sog. Einseinheit im Körper K(p), d. h. eine Zahl des Körpers, 
deren r-adische Entwickelung mit 1 anfängt. Alle Koeffizienten w,, w,, ... 
dieser Entwickelung sind ebenfalls (9 — 1)-te Einheitswurzeln oder Null, 
sie sind also sämtlich Wurzeln der Gleichung 

(1°.) =" —z=0 (p). 
Im folgenden werde ich mich hauptsächlich mit den dritten Faktoren : 
in der obigen Darstellung beschäftigen; ich werde nämlich versuchen auch 
sie als Potenzen einer und derselben Basis darzustellen. Zu diesem Zwecke 
löse ich die Aufgabe, einer beliebigen Einseinheit & eine andere -adische Zahl 


fe) =1g: 
so zuzuordnen, daß für sie die Funktionalgleichung 
(2.) fee’) = fe) + Fe’) 


immer erfüllt ist. 
Diese Aufgabe ist zu einem großen Teile bereits vollständig gelöst. 
Ist nämlich die Einseinheit e= 1-+ & so beschaffen, daß die Ordnungszahl 
ihres zweiten Teiles 
(2*.) = wnr + wunt' + 


. 1 
größer ist als Pr 
metischen Eigenschaften der algebraischen und transzendenten Zahlen“, 
Jahresb. d. Deutschen Math.-Ver., Bd. 14, S. 554, und in einer demnächst 


in der ‚Festschrift für 7. A. Schwarz“ erscheinenden Abhandlung *) gezeigt, 


so habe ich in meiner Abhandlung ‚Über die arith- 


daß zu jeder solchen Einseinheit e=1-+35 eine eindeutig bestimmte 
n-adische Zahl c= f(e)= Igs gehört, für welche 


2 3 
(2°.) elgli+ 3-5 +5 
ist; und unter der obigen Voraussetzung stellt diese Reihe für jedes 5 eine 
eindeutig bestimmte r-adische Zahl dar, welche mit $ durch die Gleichung: 


(2°.) = &=8(1- + s ) 


zusammenhängt, wo &, wie a. a. O0. bewiesen wird, eine Einseinheit ist. 
Hiernach besitzen also & und c dieselbe Ordnungszahl, welche größer als 





*) Die Exponentialdarstellung der Zahlen eines algebraischen Zahlkörpers für 
den Bereich eines Primdivisors. 
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8 
p—] 
so besteht für sie stets die Gleichung: 


ist. Ist e=1+$£ eine solche Einseinheit und ec ihr Logarithmus, 


... see 


wo unter der hier gemachten Voraussetzung die rechts stehende Reihe 
unbedingt konvergent ist. Ist umgekehrt c irgendeine n-adische Zahl, deren 


so gehört zu ihr eine einzige r-adische 





Ordnungszahl größer ist als a 


Einseinheit e=1+$, für welche e®=e ist. Es ergibt sich also der folgende 
Satz: 
Alle Einseinheiten e= 1+ &, in denen die Ordnung des zweiten 


Teiles $ ın bezug auf p größer als we ist, lassen sich auf eine 


+1 
einzige Weise ın der Form e‘ darstellen, in welcher der Exponent c, 
der sog. Logarithmus von e, durch die Gleichung 


Me : . 
(3.) u Hear ee 
eindeutig bestimmt ist; und umgekehrt gehört zu jedem Logarıthmus c, 
dessen Ordnung oberhalb a: 
c ec? 


(3°.) e=e=-l+ + tH=1tS, 


in welcher & dieselbe Ordnung besitzt. 
Aus der Gleichung (3.) für $&=e—1 


Air u... BEE Bee, 
(3°.) Koa=om ATI | 


welche in ihrem Konvergenzbereiche gliedweise differenziert werden 


liegt, eine einzige Einseinheit 


kann, ergibt sich durch Differentiation nach & 


(3°.) F)=1-(e-)+ (1er = 7, 
und aus dieser Gleichung folgt für e= 1 
(3°.) fi)=1. 


Alle Einseinheiten e= 1 +5, welche sich in der Form e° darstellen 
lassen, sollen daher Exponentialeinheiten genannt werden. Damit 
die Einseinheit 1-+ $ eine Exponentialeinheit sei, ist notwendig und hin- 
reichend, daß für den Anfangsexponent go ihres zweiten Teiles $= w,n?+-- 
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SE 
e > p—1 


ist, wenn e, wie stets im folgenden, die Ordnung von p bedeutet, so daß 
1 


nep' ist. Ist also r die kleinste ganze Zahl, für welche 


r 1 
Cs ">54 
ist, so sind alle und nur die Exponentialeinheiten in der Form: 
(4*.) e=1+wn+w,nt'+ ee 
enthalten. 


Ist die zu p gehörige reelle Primzahl p so groß, daB p >e-+1 ist, 
so ist die obige Ungleichung (4.) schon für r=1 erfüllt; alsdann sind 
also alle Einseinheiten Exponentialeinheiten, und für alle Zahlen X («) 
besteht die Darstellung: 

(5.) a=n"we, 

wo c der Logarithmus der zu « gehörigen Einseinheit ist. Ist n der Grad 
des Körpers K(«), so ist stets e<{n; für die Primteiler aller oberhalb 
n + 1 liegenden Primzahlen gilt also stets die Exponentialdarstellung (5.) der 
Zahlen « von K(«). Dagegen können für die in der Reihe 2,3,...(n-+1) 
liegenden Primzahlen p im allgemeinen nicht alle Einseinheiten für die 
zugehörigen Primteiler p in der Form e* dargestellt werden;- ich wende 
mich daher nun zu einer allgemeinen Untersuchung der Einseinheiten 
e=1+2. 

Ich stelle mir also jetzt die Aufgabe, jeder Einseinheit & eine 
Zahl e= f(e) so zuzuordnen, daß stets die Funktionalgleichung (2.) a. S. 93: 

(6.) fee) = fe) + Fe‘) 
erfüllt ist. Für #= 1 liefert diese Gleichung: 

)=Ma)+ fl), 
es muß also f({1)=0 sein. Verlangen wir, daß auch die allgemeinere 
Funktion f(e) in ihrem Gültigkeitsbereiche differenzierbar sein soll, so 
liefert die Differentiation von (6.) nach « 
ef(ee)=F(e), 
und aus ihr folgt für =]1 

(6) FM. 

Wir wollen auch für diese allgemeinere Funktion f(e) die Forderung auf- 
stellen, daß die Konstante f’(l), der wir jeden beliebigen Wert beilegen 
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können, ebenso wie in (3°), gleich 1 sein soll. Dann folgt aus (6°.) für 
e=1-+5, falls £ eine positive Ordnungszahl besitzt 

Zr yes Sg: ee 7” 5 
und die Integration dieser Gleichung liefert für f(e) unter Berücksichti- 
gung davon, daß /(l)=0 sein muß, die schon vorher gefundene Reihe: 


(7°) K=5-5 +3, 


welche aber nun für alle diejenigen & gilt, für welche sie konvergiert. 


Umgekehrt erkennt man leicht, daß, falls f(e) durch die Gleichung (7°.), 
d. h. durch 


für alle e in ihrem Konvergenzbereiche definiert wird, diese Funktion der 
Funktionalgleichung (6.) genügt. In der Tat ergibt sich ja dann durch 
die immer anwendbare Differentiation: 


(7°.) (= oder effle)=1, 
also wenn & durch es’ ersetzt wird, nach (7°.): 
1 


Fe) =Fle), 


€ 
mithin durch Multiplikation mit de’ und Integration 


Ste )dte)- /F(e)de, 
(ee) gr fe) +C, 
wo Ü nur von & abhängt; und für ®=1 ergibt sich in der Tat Ü=f(e), 
d.h. das Bestehen der Funktionalgleichung (6.). 


Die Funktion f(e) =$— ” + ++. ist nun für jede Einseinheit <=1-+3$, 


in welcher also $ von beliebiger aber positiver Ordnung ist, unbedingt 


g” 


konvergent. In der Tat besitzt ja ihr allgemeines Glied = (nach meiner 


„Zahlentheorie‘‘, Berlin 1913, S. 141) die Ordnungszahl 
m mt1 Sm — Sm + 1 
p—1 nr m(p—1) 





mo — 





in welcher s, und s„_, die p-adischen Ziffersummen von m und (m —1) 
bedeuten, und es ist leicht zu zeigen, daß diese mit unbegrenzt wachsendem 
m positiv unendlich groß wird, In der obigen Differenz ist nämlich der 
Subtrahendus: 
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n-iutl_ mi 
m(p — 1) m(p— 1)’ 
weil s,—>1 ist. Ist nun: 
Mm = + a pt. tar, 
so ist m > pP, ui <(pP—1)(vr +1); also ist 
amt! „url 
m(p— 1) p’ 
und da hier die rechte Seite für »= w gegen Null konvergiert, so wird 


” 


’ 


die Ordnungszahl von in der Tat positiv unendlich groß. 


Wir erhalten also zu jeder Einseinheit e= 1-+ 5 eine eindeutig be- 
stimmte Zahl Ige, welcher der zu e gehörige Hauptlogarithmus ge- 
nannt werden soll und der mit Hilfe der Gleichung 


Ige= &(- ıyE=t 
i=1 
leicht beliebig weit berechnet werden kann. 
$2. Die Beziehungen zwischen den Einseinheiten und ihren Hauptlogarithmen. 


Die Einheitswurzeln des Bereiches K(p). 


Während nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen zu jeder 
Einseinheit & ein eindeutig bestimmter Hauptlogarithmus ce = lg gehört, 
ist umgekehrt die Einheit & durch ihren Hauptlogarithmus c= lg zunächst 


nur dann eindeutig bestimmt, wenn e=1+$5=e=1+ e + ++. eine 


Exponentialeinheit, wenn also $ und damit auch e durch p’ teilbar ist. Ins- 
besondere ist also eine Exponentialeinheit dann und nur dann gleich Eins, 
wenn ihr Logarithmus gleich Null ist. Ich will jetzt genauer auf die 
Frage eingehen, in welchem Zusammenhange die übrigen Einseinheiten & 
mit ihren Hauptlogarithmen c= Ige stehen. 

Da eine Einseinheit & stets und nur dann eine Exponentialeinheit 


ist, wenn 
l (mod. p’) 


I 


€ 

ist, so folgt sofort der Satz: | 

Zwei Einseinheiten unterscheiden sich stets und nur dann multipli- 

kativ um eine Exponentialeinheit, wenn sie modulo p” kongruent sind. 
Denn ist 


' 


| 


‚ (mod. p’) also : | (mod. pr’), 


so ist &= e° eine Exponentialeinheit. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 13 
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Auf Grund dieser Tatsache teile ich nun alle Einseinheiten in 
Klassen ein, indem ich alle und nur diejenigen in eine Klasse rechne, 
welche sich nur um eine Exponentialeinheit voneinander unterscheiden, 
welche also modulo p” kongruent sind. Hiernach ist also die Anzahl dieser 
Klassen gleich der Anzahl aller modulo p’” inkongruenten Einseinheiten: 

l+twatwrf+..+w_n, 
d.h. gleich 
(1.) Ken Tun), 

also gleich einer direkt bestimmbaren Potenz von p. Da diese Klassen mit den 
soeben angegebenen Kongruenzklassen modulo p’ übereinstimmen, bilden 
sie eine Abelsche Gruppe von der Ordnung P, deren Hauptklasse diejenige 
der Exponentialeinheiten ist, und es gilt daher für alle Einseinheiten der Satz: 

Die P-te Potenz jeder Einseinheit ist eine Exponentialeinheit. 

Es ıst also für jede Einseinheit & 
ee oder Plge=0 (mod. p’). 
Jede Einseinheit «, gehört daher zu einem Teiler ?, von P als Exponenten, 
so daß P, die kleinste positive Zahl ist, für welche: 
= ee oder P,lg&=0 (mod. p’) 
ist. Alle Einseinheiten derselben Klasse sind modulo p” kongruent, und 
umgekehrt gehören alle zu einer solchen Einseinheit & modulo p” kongru- 
enten Einheiten & derselben Klasse an. Ganz ebenso sind auch die 
Logarithmen aller Einseinheiten einer Klasse modulo p” kongruent, da 
aus einer Gleichung &’= ge” durch Übergang zu den Logarithmen. 
ge’=1lge+n'g 
folgt. Ist umgekehrt = ge der Logarithmus einer Einseinheit und "=! 
(mod. p’), so gibt es stets eine zu e äquivalente Einheit #’, für welche 
lgee=!’ ist. Unter dieser Voraussetzung ist nämlich 
"=1+.a'g=1Ige+ 1ge"" = 1g (ee), 

womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Sind somit für eine beliebige Klasse X &, bzw. /, die kleinsten 
Reste, welche alle ihre Einseinheiten bzw. alle ihre Logarithmen modulo p’ 
lassen, so enthält ÄX auch die Einheit s,, und ebenso kommt unter den 
Logarithmen von K auch dieser reduzierte Logarithmus /, vor. Es werde 
&, die reduzierte Einheit, Z, der reduzierte Logarithmus der 


Klasse Ä genannt. 
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Durch diese kurzen Betrachtungen sind wir in den Stand gesetzt 
zu entscheiden, ob und wann zwei verschiedene Einseinheiten & und «' 
denselben Hauptlogarithmus haben. Dies ist nämlich offenbar stets und 
nur dann der Fall, wenn die aus ihnen gebildete Einseinheit 


€ 
€ 


den Hauptlogarithmus Null hat. Ist diese Einheit » eine Exponential- 
einheit, gehören also &’ und & derselben Klasse an, so ist dies, wie wir 
sahen, nur dann möglich, wenn »=1, wenn also e®=e ist. Zwei Eins- 
einheiten derselben Klasse haben also niemals denselben Hauptlogarithmus. 
Sınd dagegen e’ und & Einheiten verschiedener Klassen, so kann ihr Quo- 
tient ® den Logarithmus Null haben. Gehört aber dann » etwa zum 
Exponenten P,, so ist »” eine Exponentialeinheit, welche ebenfalls den 
Hauptlogarıthmus Null hat, also gleich Eins ist, d.h, es ist w" = 1, oder w 
eine P,-te Einheitswurzel. Diese Zahl ist aber auch eine primitive 
P,-te Einheitswurzel; denn wäre etwa schon w=1, wo P ein eigentlicher 
Teiler von P, ist, so würde ja schon "= e’ eine Exponentialeinheit sein 
gegen unsere Voraussetzung. 

Zwei Einseinheiten haben also stets und nur dann gleiche 
Logarithmen, wenn sie sich um eine Einheitswurzel unterscheiden, 
deren Ordnung ein Teiler von P, also eine Potenz von p ist. 

Es handelt sich also nur noch darum, alle Einseinheiten aufzusuchen, 
welche Einheitswurzeln sind. Diese Frage läßt sich leicht lösen: In jeder 
der P Klassen gibt es höchstens eine solche Einheitswurzel, und da ihr 
Logarithmus gleich Null ist, so muß der dieser Klasse zugehörige modulo 
p’ reduzierte Logarithmus gleich Null sein; ist dies der Fall, so ist die 
diesem Logarithmus zugehörige Einseinheit die gesuchte Einheitswurzel in 
dieser Klasse. Alle und nur die verschiedenen Einheitswurzeln innerhalb 
K(p) sind also diejenigen modulo p’ incongruenten Einseinheiten, deren 
Logarithmen gleich Null sind. Sie können durch eine endliche Anzahl 
von Versuchen ohne besondere Schwierigkeit gefunden werden. 

Es sei nun w, diejenige unter diesen Einheitswurzeln, deren Ord- 
nung P, möglichst groß ist. Dann enthält der Körper K(p) alle und nur 
die P,-ten Einheitswurzeln 


(2.) 


1, 09, Wo. 2... 00 
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und keine anderen; denn die Ordnung jeder anderen Einheitswurzel » von 
K(p) müßte ja gleich oder kleiner als die Ordnung von w,, d.h. sie 
müßte ein Teiler von P, sein; w wäre daher sicher eine P,-te Einheits- 
wurzel, sie müßte also, da die Gleichung 

(24,) z"» —_1=0 (p) 
im Körper K (p) nicht mehr als P, Wurzeln besitzen kann, gleich einer der 
Zahlen (2.) sein. 

Dieselbe Betrachtung lehrt endlich, daß der Körper K(p) stets 
und nur dann alle P,-ten Einheitswurzeln und keine anderen enthält, 
wenn die Anzahl derjenigen reduzierten Logarithmen, welche gleich Null 
sind, genau gleich P, ist. 


$3. Die Darstellung aller Logarıthmen eines Körpers K(p) durch ein 
Fundamentalsystem. 
Die Logarithmen != lg. aller Einseinheiten des Körpers K (p) lassen 
sich auf eine einzige Weise additiv durch 
(1.) ef=1 
unter ihnen mit ganzzahligen p-adischen Koeffizienten darstellen. Zum 
Beweise dieses wichtigen Satzes führen die folgenden Überlegungen: 


Es sei 
(2.) inch 
ein System von 4 beliebigen Logarithmen in X (p), und es mögen allgemein: 
(2*.) m, m,... 0 d=0,1,2,...2—1) 


die ef zu ihnen konjugierten algebraischen Zahlen von X(p) bedeuten. Dann 
soll die aus ihnen gebildete Determinante: 


FE RR \ 


| 

| 

E77 ’ 

ba; be yo. Li | 

. |? 
I | 


(2°.) Ril,,%,...4)= 
Da a a) 

deren Quadrat offenbar eine rationale p-adische Zahl ist, nach einer ver- 
wandten Bezeichnung von R. Dedekind der Regulator des Systemes 
(l,,l,,...2,) genannt werden. Ist R(l)>0, sind also die 4 Zahlen (/,) 
unabhängig voneinander, so ist jeder andere Logarithmus / als homogene 
lineare Funktion dieser 4 Zahlen mit rationalen ganzen oder gebrochenen 
Koeffizienten eindeutig darstellbar; denn aus den A Gleichungen: 
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l = ul, + Usl, + . + ul,, 


3.) d ul ob + +Wub, 


ad lad 4 ud 4... 4 u, 
bestimmen sich ja die Unbekannten u, eindeutig, da /® =0 ist, und als 
rationale p-adische Zahlen, weil diese Gleichungen, also auch ihre eindeutig 
bestimmten Lösungen, bei jeder Permutation der 4 zu Ä(p) konjugierten 
Körper ungeändert bleiben. 

Es sei nun speziell (2,,/,,,../,) ein System unabhängiger Logarith- 
men, deren Regulator R(l,) von möglichst niedriger Ordnung in p ist. Eın 
solches System soll ein Fundamentalsystem für die Hauptloga- 
rithmen von K(p) genannt werden. Dann kann jeder andere Loga- 
rithmus Z durch dieses System eindeutig in der Form: 

i=cht+tab+.-+ah 
mit ganzzahligen p-adischen Koeffizienten dargestellt werden. In der 
Tat, wäre dies für einen dieser Logarithmen / nicht der Fall, und wäre 
hier etwa c, von negativer Ordnung in p, so würde ja der Regulator des 
Systemes (2,l,,...2,) mit demjenigen von (l,,l,,...2,) oflenbar durch die 
Gleichung: 
Ril,l,..b5)=c-Rll,d,...h) 

zusammenhängen, also sicher von niedrigerer Ordnung in p als jener sein, 
was gegen unsere Voraussetzung verstößt. 

Es ist leicht, für einen beliebigen Körper K(p) ein solches Funda- 
mentalsystem für alle Hauptlogarithmen zu bilden: In jedem Falle sind 
nämlich die ef=%4 Zahlen: 

(4.) (4) = (w’n") un, rue 1) 
Logarithmen innerhalb X(p), da sie ja Multipla von p’, also sogar Loga- 
rithmen von Exponentialeinheiten sind; ferner sind sie linear unabhängig, 
da sie eine Basis für alle Multipla von p” innerhalb X(p) bilden. Ist 
speziell r=1, sind also alle Einseinheiten Exponentialeinheiten, so ist 
auch jeder Logarithmus, d. h. jede durch p teilbare Zahl von K(p) ganz- 
zahlig durch dieses System darstellbar; in diesem Falle ist also (2, ,,, ...2,) 
bereits ein Fundamentalsystem. 

Ist dagegen r>1, so drücken sich allein die Logarithmen ? der 
Einseinheiten e= w$e', welche ja alle und nur die Multipla von p’ sind, 
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ganzzahlig durch dieses System aus, nicht aber diejenigen der übrigen 
Klassen, deren Logarithmen nicht durch p’ teilbar sind. Ist nun X irgend- 
eine solche Klasse, 2 der Logarithmus irgendeiner in ihr enthaltenen Eins- 
einheit & und 
=uh tur: + ul, 
seine Darstellung durch das obige System, so muß mindestens einer der 
Koeffizienten u,, etwa u,, von negativer Ordnung in bezug auf p sein. Ersetzt 
man dann wie oben in jenem System das erste‘ Element /, ‘durch /, so 
besitzt das neue System (2,2,,...2;) den Regulator u, - R(l,,...2;), welcher 
von niedrigerer Ordnung in 9 ist; und durch dieses System (l, ,,....],) 
lassen sich die Logarithmen aller Einheiten wge' und diejenigen w$se' ganz- 
zahlig darstellen. Fährt man in derselben Weise fort, so gelangt man 
nach einer endlichen Anzahl von Reduktionen zu einem Fundamentalsystem. 
Ist (l,,2,,...2,) ein solches Fundamentalsystem, (2,, %,, ...2}) irgend- 
ein anderes System von A Logarithmen von K(p), so ist das letztere stets 
und nur dann ebenfalls ein Fundamentalsystem, wenn die 4 ganzzahligen 
Substitutionsgleichungen: 
l,= Zul, 
ganzzahlig nach den /, aufgelöst werden können, wenn also die Determi- 
nante |w,| eine Einheit modulo p ist. Da die Regulatoren jener beiden 
Systeme offenbar durch die Gleichung: 
(5.) R(l;,)= || R(l.) 
miteinander zusammenhängen, so kann dieses Resultat in dem folgenden 
Satze ausgesprochen werden: 
Ein System von A Logarithmen ist stets und nur dann ein 
Fundamentalsystem für alle Logarithmen des Bereiches X(p), wenn 
sein Regulator von möglichst niedriger Ordnung in 9 ist. 


$ 4. Die Exponentialdarstellung der Einseinheiten. 


Auf Grund der Ergebnisse des letzten Paragraphen zeige ich nun, 
daß zu jedem Logarithmus 
(1.) c=Gh tobt ++ ol, 
mit beliebigen ganzzahligen p-adischen Koeffizienten c, ein Numerus, d.h. 
wenigstens eine Einseinheit & gehört, welche gerade diesen Logarithmus c 
besitzt. Zunächst entspricht jedem der 4 Basiselemente /, des Fundamental- 
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systemes (},, ...2,) mindestens eine Einseinheit als Numerus. In der Tat 
ist dies ja zunächst für die A Elemente w’n* in (4.) a. S. 121 der Fall, 
denn zu ihnen gehören ja die Numeri e”", ferner gilt dasselbe für die 
Einseinheiten der verschiedenen Klassen, und aus diesen allein setzte sich 
ja das Fundamentalsysten (l,,...2,) zusammen. 

Es sei nun &,, &,... &, je eine derjenigen Einseinheiten, deren Loga- 
rithmen (2,,2,,...2,) sind, und es sei e eine unter ihnen, / ihr Logarith- 
mus. Ist dann zunächst e=e' eine Exponentialeinheit und bedeutet c 
irgendeine ganze p-adische Zahl, so gehört auch zum Logarithmus cl die 
eindeutig bestimmte Exponentialeinheit: 


Er 
e-1l+ ++, 


welche ich immer durch &° bezeichnen will. Ist dagegen & selbst keine 
Exponentialeinheit, sondern ist erst e&’=e”' eine solche, so gehört zum 
Logarithmus cl wieder eine bestimmte Einseinheit als Numerus. Ist 
nämlich c=c,+ Pc, wo c, den kleinsten Rest von c modulo P, also eine 
ganze rationale Zahl, bedeutet, so besitzt die Einseinheit s%(&”)° den Loga- 
rithmus 
ol +Ple=l(a+ Pe)=le, 

w.z.b. w. Auch hier will ich die so bestimmte zum Logarithmus le 
gehörige Einseinheit durch &° bezeichnen. Hieraus folgt sofort, daß die 
zu 2.0=0 gehörige Einseinheit gleich &°, d. h. gleich lim e" sein muß, 


k=o 


und da dieser Grenzwert gleich 1 wird, so folgt, daß stets ®=1 ist. 
Es sei nun c ein beliebiger Logarithmus innerhalb Ä(p) und 
(2.) c=cah +&oh+ +. +al, 
seine Darstellung durch .unser Fundamentalsystem; dann gehört zu ihm 
offenbar die Einseinheit 


(2%) BT RRRe 

als Numerus. Ebenso also, wie zu jeder Einseinheit e=1+35 ein Loga- 
£2 &3 

rithmus =, = + r — ++. gehört, so entspricht auch umgekehrt jedem 


Logarithmus c wenigstens eine Einseinheit als Numerus. Während aber 
die erste Beziehung eindeutig war, entsprechen jedem Logarithmus, 
wie wir sahen, stets genau P, Numeri, welche sich um P,-te Einheits- 


wurzeln voneinander unterscheiden. So sind also aueh die A Einseinheiten 





104 Hensel, Untersuchung algebraischer Zahlen für einen beliebigen Primteiler. 


&), &9, +... &, Welche zu dem Fundamentalsystem /,,l,,...2, der Logarithmen 
gehören, nur bis auf je eine solche Einheitswurzel bestimmt. Wir könnten 
uns diese Einheiten &, ein für alle Male willkürlich aber fest ausgewählt 
denken, doch wollen wir der größeren Einfachheit halber schon hier 
Folgendes festsetzen: Ist 2, einer dieser A Logarithmen, so gehören ja zu 
ihm genau die P, konjugierten Einseinheiten als Numeri, welche sich von 
einem von ihnen um je eine P,-te Einheitswurzel unterscheiden. Unter 
diesen sei nun die Einheit e, so ausgewählt, daß sie zu einem möglichst 
niedrigen Exponenten 9, gehört, so daß also 
(3.) ei 

eine Exponentialeinheit ist, während keine Potenz einer konjugierten Ein- 
heit &; mit kleinerem Exponenten eine Exponentialeinheit ist. Ist der Loga- 
rithmus /, selbst durch p” teilbar, so gehört zu ihm eine einzige Expo- 
nentialeinheit &;= e®* als Numerus, und gerade sie wird durch unsere 
Vorschrift aus den P, konjugierten ausgewählt. Ist 9, > P,, so gilt die 
obige Gleichung für jede der P, konjugierten Einseinheiten. 

Aus diesen Betrachtungen folgt jetzt leicht, daß jede Einseinheit & 
auf eine einzige Art als Exponentialgröße dargestellt werden kann. Ist 
nämlich &=1-+ $ ganz beliebig gegeben und 


lg s— i -5+ ee, ARE 


die Darstellung ihres Logarithmus durch unser Fundamentalsystem, so 
haben « und 
Die LH hi 7% 

denselben Logarithmus; sie können sich somit nur um eine P,-te Einheits- 
wurzel unterscheiden, d. h. es muß: 

(4.) Tee Een 
sein. Die hier noch unbekannte Einheitswurzel bestimmt sich eindeutig 
aus der Kongruenz: 


(4*.) o® = (mod. pr), 
Eo 


weil ja alle ?, Einheitswurzeln zu verschiedenen Klassen gehören, also 
modulo p” inkongruent sind. 


Hiernach ergibt sich endlich für jede Zahl «& des Körpers K(p) 
die folgende Exponentialdarstellung 


c 


(5.) a = an (ww) (ee, 
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wo jetzt v eine primitive B= (n(p) — 1). P,-te Einheitswurzel bedeutet, 
durch deren B Potenzen »v’ für b=0,1,... B—1 alle Potenzen ww” und 
nur sie dargestellt werden. 
Diese Darstellung ist eindeutig; es besteht nämlich zunächst der 
folgende Satz: 
Eine Zahl &= nv’eü: ... 9. ist dann und nur dann gleich 1, 


wenn 
a=0, b=0 (mod. B, =, = + == 0 
ist. 
Ist nämlich C=[B,$,,...9,] das kleinste gemeinsame Vielfache 
der Zahlen B und 9%, so daß also: 
V—ul, de 
ist, so folgt aus der Gleichung: 
al — m 2 Wa t+bet ne) — | 
zunächst, daß Ca, also auch a=0 sein muß, und zweitens, daß 
C(,ca+:++lo)=®0, daß also auch ==. + =c,=0 ist. Also ist 
auch jedes “=&=1, und es muß also «e=v=1, d.h. b durch B 
teilbar sein. 
Hieraus ergibt sich sofort, daß nur dann: 
Pe uk DR SEE Se Baer ee Er 
sein kann, wenn 
a=a, b=b’ (mod. B, =; (d=1,2,...1) 
ist; in der Tat muß ja 4 = AT... TA—] sein, und dies 
zieht die obigen Gleichungen notwendig nach sich. 
Im folgenden will ich allgemein die vorher bestimmte Einseinheit s,, 
welche den Logarithmus /, besitzt, durch e“ bezeichnen. Ist &, eine Expo- 


nentialeinheit, so besteht diese ei = ar in der ursprünglichen 


Bedeutung, wo ei durch die Reihe 1+7 +; + ... definiert ist. Ist 


51 
dagegen &, keine solche IEIRETGEPURE, so wird eben das neue Symbol 
ei durch die Gleichung ei= e, definiert. Sind ferner ,—= ei, = ek: zwei 
gleiche oder verschiedene unter diesen Einseinheiten, so soll das Produkt 
&;8; bzw. der Quotient * durch ei+% bzw. e%=% bezeichnet werden, und 


das Entsprechende soll für das Produkt beliebig vieler Faktoren gelten. 
Ist also c, eine beliebige ganze rationale oder p-adische Zahl so bezeichnen 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 14 
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wir immer die Zahl «# durch e““; ist endlich ce ein beliebiger Logarithmus 
und ist 
c=qah+ob+ tal, 
seine Darstellung durch unser Fundamentalsystem, so verstehen wir unter 
e° die eindeutig bestimmte Einseinheit 
e— ehr trah (e' use (e'r)* = Heer Ei, 

welche gerade diesen Logarithmus c besitzt. 

Zu jeder Einseinheit e=1-+ &£ gehört so ein eindeutig bestimmter 
Logarithmus c=1Igs = : -- z 
mus c genau P, Numeri 


+ ++, und umgekehrt, zu jedem Logarith- 


wi... = 0,1,...%,—1) 
Endlich ıst jetzt jede Zahl « des Körpers K(p) in der folgenden Expo- 
nentialdarstellung 
«= n"v’e 
enthalten; hier wollen wir a die Ordnungszahl, 5b den Index, c den 
Hauptlogarithmus von « nennen. Dann läßt sich der soeben be- 
wiesene Satz jetzt folgendermaßen einfacher aussprechen: 
Zwei Zahlen e=n'v"e und e’=n"v”e” sind stets und nur 
dann gleich, wenn ihre Indizes modulo B kongruent, ihre Ordnungs- 


zahlen und Hauptlogarithmen aber gleich sind. 


$5. Beispiele. Untersuchung des Körpers K(1) der rationalen Zahlen 
und des allgemeinen quadratischen Zahlkörpers K(VD). 
Im Gebiete der rationalen Zahlen ist jede Zahl « für den Bereich 
einer beliebigen Primzahl p eindeutig in der Form: 
a=pwWe (P) 
darstellbar, wo w eine primitive (p — 1)-te Einheitswurzel und 
| e=1l+ap+tep+t:-  (P) 
eine Einseinheit bedeutet. Da hier für jede ungerade Primzahl 9 — <1 


ist, so ist für alle diese Bereiche K(p) jede Einseinheit &= e’ eine 
Exponentialeinheit; für jede ungerade Primzahl ist also 

e.— p'w e (P); 
wo c eine durch p teilbare p-adische Zahl bedeutet. 


Ist dagegen p= 2 also — — 1, so ist eine dyadische Einseinheit 


e-1+2, +2, ++-- 
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stets und nur dann eine Exponentialeinheit, wenn e,=0 ist. Hier zer- 
fallen also die dyadischen Einseinheiten in zwei Klassen, X, und Ä,, von 
denen die erste alle und nur die Exponentialeinheiten = « enthält, für 
welche e, = 0 ist, die also die Form 4n + 1 häben, während K, aus den 
Einseinheiten von der Form 4% + 3 besteht, für welche e,=1 ist. 

Für jede Einseinheit e=1+$=1-+ (e-2-+.+..), mag sie zu K, 
oder X, gehören, ist nun ihr Logarithmus: 


Me: r N: Se she 
ee er 


Also gibt es unter den Einheiten von K, (e,=1) eine einzige, deren Log- 


= 2, — ed)—- (mod. 2°). 


arithmus gleich 0, welche also eine Einheitswurzel ist; und dies ist die 
zweite Einheitswurzel — 1=1-—2; man bestätigt auch leicht durch Aus- 


lg (— 1) = (1 + +3 +) (2) 


mit beliebiger Annäherung für den RE von 2 gleich Null ist. 


rechnung, daß 


Da in diesem Falle die (p— 1)-te Einheitswurzel gleich + 1 ist, so 
erhält man für jede rationale dyadische Zahl die allgemeine Darstellung: 
a= 2(— 1)’e 
wo c eine durch 4 teilbare dyadische Zahl ist. So erscheint im Körper 

K(1) die Primzahl 2 als einzige Ausnahmezahl. 

Es sei nun zweitens 

(1.) #=D 
eine quadratische Gleichung, welche einen beliebigen quadratischen Zahl- 
körper K(VYD) definiert; hier kann und soll D ohne gleiche Faktoren vor- 
ausgesetzt werden. Ist dann p ein zu der reellen Primzahl p gehöriger 
Primdivisor, so ist für den Bereich von p jede Zahl a des Körpers ın 
der Form: 

(2.) a= n"w’e 
darstellbar, woe=1+ wrn + wn?+ +». eine beliebige Einseinheit bedeutet. 
Hier können e,f und e/=# nur die Werte 1 und 2 haben, und zwar ist 
e stets und nur dann gleich 2, wenn p ein Diskriminantenteiler, also ein 
Divisor von D oder ev. gleich 2 ist. 

Ist zuerst p kein Diskriminantenteiler, also e= 1, so ist 7=p, und 


jede Einseinheit 


e=1+$5=1+(wp+ wp’+ 
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ist sicher eine Exponentialeinheit, sobald p>2 ist, weil dann stets 
= n4 <1, also die Ordnung von &, welche ja mindestens 1 sein muß, 
immer größer als — ist. Für die Primteiler aller ungeraden Primzahlen 
ist also stets: 

(2°.) a= n"we, 
wo e° eine Exponentialeinheit ist; nur der Fall p=2 ist also hier noch 


genauer zu untersuchen. 
1 


Ist dagegen p Diskriminantenteiler, so ist np”, und für jede 
Einseinheit <=1 +8 besitzt $= w, an + wg” + »»» mindestens die Ordnung = i 
1 
2 ’ 
Einseinheit e=1-+ $=e° eine Exponentialeinheit. Für alle Primteiler p, 


Ist dann p>3, also mindestens gleich 5, so ist Pa er also jede 


außer denen von 2 und 3, ist also stets «= n"w’e; hier sind mithin nur 
die Primteiler von 2 und 3 weiter zu betrachten. 

Es sei nun zuerst 9 kein Diskriminantenteiler, so muß ja nur p= 2 
untersucht werden; dann ist also D=8n-+ 1 oder 8%” + 5. Nur der letzte 
Fall braucht hier betrachtet zu werden, da im ersten 2 pp’ das Produkt 
zweier verschiedenen Primfaktoren ist, und jeder der beiden Körper Ä(p) 
und Ä(p’) aus den rationalen p-adischen Zahlen besteht, für welche, 
wie oben bewiesen wurde, stets «= 2°(—1)’e® ist. 

Ist nun D=8n+5, so ist ja an=2, f=2, und in der Darstellung 

a=2Wwe= 2Muw’(l+w.-2+w-2?+ ...) 
ist w eine primitive Einheitswurzel vom Grade 2?—1=3. Da hier 


1 


5_T° d.h. r=2 sein muß, so sind die Einseinheiten 


€e = 1-+ E = 1+w,-2+ w+ 2° + .. 


r > 


und ihre Logarithmen nur modulo 2° zu untersuchen. Nun ist offenbar: 
2 
3.) e=1+2w, Ige =:- 5 —2(w, — u) (mod. 4). 


Da w, nur die vier Werte 0,1,w,w* annehmen kann, so ist die Anzahl 
der Klassen von Einseinheiten gleich 4; es ist also für jede Einseinheit & 
mindestens ihre vierte Potenz eine Exponentialeinheit. Legt man aber in 
den beiden Kongruenzen (3.) w, die obigen vier Werte bei. so ergeben 
sich für & und Ige die folgenden Kongruenzwerte: 


ELTERN ET EEE - 
EEE INSEN; 
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e=l1, 8, 1+ 2w, 1-+ 2w*, 

ge=0, 0, 2 „, 2 
Also enthält X(p) nur die eine Einheitswurzel — 1, und es existiert eine 
Einheit 2 =1+ 2w (mod. 4), deren Logarithmus gleich 2 ist, so daß 
also &,=e* gesetzt werden kann. Nimmt man endlich zu der Basis 


(mod. 4). 


(2°, w-2°) für die Logarithmen aller Exponentialeinheiten noch diesen 
Logarithmus /,= 2 hinzu, so ergibt sich aus dem Systeme (2, 4,4w) als 
Fundamentalsystem für alle Logarithmen von K(p) (2,4w), zu denen die 


Einheiten 
ss =1+2w (mod. 4), =1+4w (mod. 8) 


gehören. Jede Zahl « des Körpers K(p) läßt sich also eindeutig in der Form: 
(5.) = 2uyber — Zip’ gkattwa — gu, yP nu 
darstellen, wo v eine 2.3= 6-te primitive Einheitswurzel bedeutet; für 
&, und &, können die reduzierten Einseinheiten 
s=1+2w=V-3, 58=1+4w=—1+2V-3 
gewählt werden, weil der zu ihren Logarithmen gehörige Regulator offenbar 
dieselbe Ordnungszahl 8 besitzt, wie derjenige des Systemes (2,4). 
1 


Es sei jetzt zweitens p ein Diskriminantenteiler, also a p?*. Dann 
brauchen, wie oben erwähnt, nur die beiden kleinsten Primzahlen 3 und 2 
untersucht zu werden. Ist zunächst p=3 ein Diskriminantenteiler, so muß 
D=3D, und D,=+ 1 oder — 1 modulo 3 sein. Hier ist also D= + 3.E? (3), 
wo E eine rationale triadische Einheit bedeutet. In diesen beiden unter- 
schiedenen Fällen ist daher YD=EY-+3, also 

n= V3 bzw. n= V—3 
eine Primzahl im Körper K(p), und jede Zahl « desselben ist eindeutig 


ın der Form: 
a=n‘(-1)e (p) 


=l+twn+wn’+.- (p) | 
eine Einseinheit bedeutet, deren Koeffizienten w, die Werte 0, +1 be- 


darstellbar, wo 


sitzen können. Da hier = 4 wird, so ist e nur dann eine Exponen- 
tialeinheit, wenn &,= 0 wird; die Klassenzahl der Einseinheiten ist also 
gleich 3, und die Einheiten nebst ihren Logarithmen brauchen nur modulo 


p’=p°- 3 untersucht zu werden. Nun ist offenbar für jede Einseinheit 
e=1+$ 
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6.) e=el+wun, ge=wnt+": =wn(1+7 “ (mod. p?). 
Ersetzt man also hier w, durch 0, u — 1 und beachtet, daß in den 


2 
beiden unterschiedenen Fällen —-= +1 ist, so ergibt sich für 


3 
(7.) e=1, Il+n, 1—n (mod. p?) 
im Falle D= +3 (mod. 9), also n = V3: 
(7°.) ge=0, —ın, +n (mod. p?); 
im Falle D= —3 (mod. 9), also n = Y— 3: 
(7°.) ge=0, 0, 0 (mod. p?). 


Im ersten Falle gehört also zu ,=1—-n-++.. Ilge=n; hier ist also 
&=e". Hier bilden in dem Systeme (n,n?, n?) offenbar n und n? ein 
ui Dec, für alle Logarithmen; ersetzt man noch ,=1—n-+.:» 
und 8=e”=1-+2-+ +. durch die ihnen modulo p? bzw. p? ea 
Einheiten 1— Y3 und 4, wodurch die Ordnung ihres Regulators nicht ge- 
ändert wird, so erhält man das erste Resultat: 
Ist D= +3 (mod. 9), so ist für den Bereich von 3 jede Zahl 

des Körpers K(VD) in der Form: 

(8.) «= (V3)*(— 1)’e = (Y3) (— 1)? "ter = (V3)(— 1)’ (1— V3)94% 

eindeutig darstellbar, wenn c,, c, bzw. c,, & Ehe ganze rationale 

triadische Zahlen bedeuten. 

Im zweiten Falle D=—3 (mod. 9) tritt in allen drei Klassen 
nach (7".) je eine Einheitswurzel auf; Ä(p) enthält also die primitive 
dritte Einheitswurzel, also mit (— 1)’ zusammen die sämtlichen sechsten 
Einheitswurzeln v’, und es bilden (n?, n?) ein Fundamentalsystem für alle 
Logarithmen, die ja hier sämtlich zu Exponentialeinheiten gehören. Ersetzt 
man, was auch hier geschehen kann, die zu den Logarithmen /, = n?, = n? 
gehörigen Einseinheiten durch die ihnen ee einfachsten 


—e "= —(1+n?)= +2 (mod. p), e"= 1+n?=1-—3)—3 (mod. pt), 
so ergibt sich das zweite Resultat: 
It D=—3 (mod. 9), so ist für den Bereich von 3 jede 
Zahl des Körpers K(VD) in der Form: 
(9.) a= (VY— 3).v’e = (V— 3) er tem 


oder auch in der Form: i er 
(9.) a= (1-3). 241 -39—- 3)° 
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eindeutig darstellbar, wenn v eine primitive sechste Einheitswurzel 
bedeutet. 


1 
Es sei jetzt endlich p=2 ein Diskriminantenteiler, also n = 2°. 


Dann ist für jede Zahl « im Bereiche K(p) des Primteilers von 2 
e=n"e=n"(l+ en + EN? +++), 
wo die s, gleich 0 oder 1 sein können. Hier ist e=1-+ $ nur dann eine 


Exponentialeinheit, wenn $ durch p” teilbar ist, wo 5 >; 2 > also r= 3 


ist; dazu muß also ,=&,=0 sein. Die Klassenzahl aller Einseinheiten 
ist mithin gleich 4, und da für <=1+n 
®=(l1+n”=14n* (mod. p?), 


also &* noch keine Exponentialeinheit ist, so folgt, daß erst «* eine solche 


3 


wird, daß also jede der vier Einseinheiten 1, &, e°, e® in je einer von diesen 


Klassen vorkommt. Deshalb brauchen wir nur diese Potenzen und ihre 
Logarithmen 1g # = glge modulo p? zu untersuchen. 


> 
_ 


7L nı® 


Läßt man nun in der Entwickelung von lg (1+n)=-n— , + a 
alle durch p* teilbaren Glieder fort, so ergibt sich 
n? u ne 
(10.) e(lHn)=n— O -7 3 (mod. p°). 


Es sei nun zuerst D=2D,, also 2 ein Teiler von D. Dann kann 
man die ungerade Zahl D,= Ek? setzen, wo %? wieder eine ın D, ent- 
haltene dyadische Quadratzahl und Z= D, (mod. 8) ist, so dab 

(11.) Be ie 


sein kann. Dann darf man stets n=V2.E setzen, und es ist in (10.) 


nı® u‘ zu? 
5>=E, =-EP=1, —=2E=2 (mod. p’); 


2 4 8 
diese Kongruenz geht daher über in: 
(10*.) le(l+n)=n+(1—E) (mod. p°). 


Ist also E=1, —3, ist also D, = + 1 (mod. 4) so wird: 
g(1+n)=n (mod. p?), 
ist dagegen E=—1, +3 oder D, = —1 (mod. 4), so ergibt sich 
g(l+m)=n+n® (mod. pf); 
in den beiden unterschiedenen Fällen D,=4n+ 1, bzw. D,=4n—1 wird 
also, da lg (1+ rn) =glg(1+n) ist: 


e(l+n)=ls(l+n)”’=n bzw n+n”, Ig(l+n)’=0 (mod. p?), 
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beide Male enthält also ÄX(p) nur die zweite Einheitswurzel —1 und 
außerdem die beiden Einseinheiten 
I+ntgsmW®+...=e" bzw. ert+t" 
Stellt man r bzw. (a+ n?) mit dem Fundamentalsystem (n°, n*) für die 
_ Logarithmen aller Exponentialeinheiten zusammen, so erhält man aus den 
beiden Systemen 
(n,n’,n‘) bzw. (n-+n?, n?, n‘) 
als Fundamentalsystem für alle Logarithmen in den beiden unterschiedenen 
Fällen: 
(n,n‘) bzw. (n-+n?,n*), 
denen beide Male die Numeri 
s=1+n+:., 8=l+n!+. =1+44#=5 (mod. 8) 
oder auch die Numeri (1+ r) und 5 entsprechen, deren Logarithmen eben- 
falls ein Fundamentalsystem bilden. Es gilt also der folgende einfache Satz: 
Ist D=2D, durch 2 teilbar, so besteht für die Darstellung 
aller Zahlen & im Bereiche X (p) des zu 2 gehörigen Primteilers die 
Gleichung: 
(12.) = n(— 1)e = a®(— 1)’ (1 + m) 5%, 
oder es gelten die beiden Gleichungen: 
(12°) «= n"(— 1)P em ten! oder «= n"(— 1)’ enttmdten' 
je nachdem D, von der Form 4n+1 oder 4n +3 ist. 
Es sei endlich 2 Diskriminantenteiler, aber nicht in D enthalten. 
Dann muß bekanntlich D=8n—1 oder 8n +3, d.h. 
‚D=(—-1)® oder D=3%k* (2) 
sein, wo k*? wieder eine dyadische Quadratzahl bedeutet, und somit kann 
in diesen beiden Fällen als Primteiler: 
n=1-i bzw n=1-YV3 
gewählt werden. Hiernach ist also 


2 4 8 
n=|1 v, ni, =—1, —=+32, 
2 4 8 
bzw. ib 2 . 
n=1-—V3, 5 2-73, ze-) zet3 (mod. p?), 


und aus (10.) ergeben sich somit für lg (1-+ r) die folgenden Werte 
le(1+n)=0, bzw. le(1+n)=n* (mod. p°). 


Im ersten Falle sind also die Logarithmen aller vier Potenzen (1+ n)* 
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für k=0,1,2,3 modulo p* kongruent Null. Hier enthält daher KX(p) eine 
primitive vierte Einheitswurzel, und zwar offenbar «=1—n, und sonst 
nur Exponentialeinheiten; im zweiten Falle sind jene vier Logarithmen 
bzw. kongruent 0,2,0,2; K(p) enthält also nur die zweite Einheitswurzel 
— 1 und sonst außer den Exponentialeinheiten noch eine Einseinheit 
&s =1+n+8n°+..., deren Logarithmus gleich n? ist. Genau wie vor- 
her erkennt man, daß im ersten Falle die Zahlen (r°, *), im zweiten 
(n?, a?) ein Fundamentalsystem für alle Logarithmen bilden. 

Im ersten Falle kann man als Numeri für das Fundamentalsystem 
der Logarithmen die Einseinheiten: 

4 =—-(l+n)=1-—-2: und 8=—(l+n%)=3 

wählen, da ihre Logarithmen auch ein Fundamentalsystem bilden. Im 
zweiten Falle kann man ähnlich entweder die Einheiten: 


= l+n=2+YV3 und %3,= t® 
wählen, da Igs, die Ordnungszahl 2 besitzt, und 
i+n zn , n® 
RETURN 


offenbar von dritter Ordnung ist. Oder aber, man kann statt &, auch 


lg&%, = Ig 


die Einseinheit 
6, = Be -1—-n=Y3 
wählen. Es gilt also hier der folgende Satz: 
It D=8n-—1 oder 8n-+3, so ist für den Bereich des 
Primteilers von 2 stets: 
a=nVve = nd Arten — er’(1 — 28) 3% 
bzw. 
a— n(— 1)’ e _ 1 (— 1)? er: ’tan° — I (— 1)? (2 +3)“. (V3)*. 
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The Equation X -A=0 (p). 


By Mr. @. E. Wahlin of Urbana (1ll.). 





Introduction. 


We shall suppose that we have an arbitrary algebraic domain of 
rationality k(a) determined by the number a. Let p be any prime 
divisor of this domain. The domain of all p-adie numbers of k(a) we 
shall denote in the usual manner by k(p,a). By ! we shall understand 
a rational prime and by A any number of k(p, a). 

The object of the work in the following pages is to study the 
equation 

(1.) “—-A=0 (p); 
to determine how the function «@— A is decomposed into the product of 
irreducible factors in k(p,a); and to determine how the domain k(p, a) 
must be enlarged, in order that the given equation shall, in the new 
domain, have 2 solutions. 

The first sections contain some general properties of relative p-adic 
domains. I have made free use of the results found in Professor Hensel’s 
book „Theorie der algebraischen Zahlen“. In some instances these results 
have been applied to relative domains while in reality they have only 
been demonstrated for domains considered relative to the domain of 
rational numbers but, where such is the case, it will be found that the 
proof given by Professor Hensel is perfectly general in its nature and 
can be immediately extended to relative domains and hence a repetition 
of the proof is superfluous. 
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Throughout the entire paper I shall use the following notation. 
By p° I shall understand the highest power of p contained in the rational 
prime /, by n an integer of k(p,a), which is equivalent to p and by x 


. 0 
the integer Er] . 


$ 1. Power-residues in %k(p, a). 


We shall next prove some theorems in regard to the relation 
between the binomial congruence modulo a power of p and the binomial 
equation for the domain of p, the degree of the binomial in each case 
being 1. 

Theorem 1. If E ıs any unit in k(p,a), then the equation 
“—E=0 (p) 
has a solution in the given domain when and only when the congruence 
“—E=0 mod. p’*** 
has a solution in this domain. 

That the given condition is necessary follows directly from the 
definition of equality and it is therefore only necessary to show that it 
is also suflicient. 

To show this we need only apply the more general theorm 
found on pages 72—74 of Professor Hense’s Theorie der algebraischen 
Zahlen. (The proof of this theorem as given can be immediately extended 
to algebraic domains.) Using Professor Hensel’s notation we have for 
oe>0, go" = 0 for «<<! and e"=0. It therefore follows that for «</ 


ig — eg” 

; = (0 

6—1 { 
and for i=]/ 


ee: I 
For 0=0 we have e0’= 0 and o”=0 and hence 


Hence in either case 
ec 
Max. ge e —)= o-+ 





= E 
and since o+x%-+ 1 is the smallest integer greater than o+ — we see 
that the truth of the theorem is established. 
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Theorem II. When the equation 
“—E=0 (p) 
has a solution in k(p,a) then there exists in this domain a B, 
such that the number B,— E is of order o-+x+1 precisely. 

This is easily seen as follows. Suppose that B is a solution of 
the given equation and let B’ be any unit of k(p,a). Then B,= B+n**'B’ 
is a number which satisfies the given condition. 

To show this we need only consider 

Bi — B+rIntB 4 In?*+2(...) + net gr (p). 
In the right hand member of this equation the last term is divisible 


by p“tD and since <+1> re i(z+1)>0+x-+ 1. Moreover the 


terms between the second and the last are divisible by 9°*?*'?, Therefore 
since the second term is divisible only by 9°***! it follows that B, — B' 
is of order o0+x%-+1. But 
B=E (p) 
and hence BB— E ıs of order o+x-+1. 
Theorem Ill. Ii the equation 
«—E=0 () 
does not have a solution in k(p, a), and ıf £ ıs the largest exponent 
such that the congruence 
«"—E=0 mod. 7 


has a solution in k(p, a), then t is a multiple of 2 when and only when 
t=xl=0-+%. 

We shall suppose in this case that 0 >0 because if o=0 then 
z=0 and t<0o+x-+1 says that {=0.-!=0-+x and no further proof 
is needed. 

Let us suppose that f is the degree of p. Then since 2 is the 
rational prime which ıs divisible by 7, o being greater than zero, we have 
N(p)=!. 

Therefore, since E is a unit and hence satisfies the congruence 
(E’y = E mod. p, 
we see that t is always positive. 
Let B, be an integer of k(p,a) such that 
B,-E =0 mod. pP. 
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Then 
B\--E 
is a unit in k(p,a) and therefore, if we put 
B, —E er 
Bu). 
we have 
TR 
b= ehrt mod. ». 


Let us now, according to our assumption, put t=x’l. From the 
last congruence we then have 


(2.) E = Bu — (n”B)' mod. p*' 
But, as is easily seen since / is divisible by 9°, 
(3.) B; — (n“ B)' = (B,— n"B)' mod. p°+”. 


The exponent £ cannot be greater than o-+ x because if it were 
the equation 
«—E=0 (p) 
would have a solution in k(p, a), which is contrary to our assumption. 
Moreover it cannot be less than oa + x’ because if it were, then 
t+1l<o+ x 
and Srom the congruences (2.) and (3.) it would then follow that 
E=(B,—n"B) mod. p*! 
which contradiets the fact that such a congruence cannot be satisfied 
in k(p,a) when the modulus is a higher power of p than p. We there- 


fore have 
o+xX<t<ot+e. 


Since t<0+ e<0t, = nu we have <; — and hence #’<z. 


If we assume that x’ <z, then 


*< 2; 


and consequently 
t=l2’ <0+% 
which we have already seen to be impossible, and #’ can therefore not 
be less than x. It follows therefore that 
Yu 
and since t=z’l and o+z7’"<t<o+x we have 
t=#l=0+%. 
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$ 2. Relative Domains of Rationality. 


If we have in k(p,a) an irreducible function f(x) of degree n, 
then the root 9 of the equation 
/«@)=0 (p) 
is an algebraic number of degree n relative to k(p,a). By the adjunction 
of 4 to k(p,a) we have a new domain k(p,a,%) of degree n relative to 
the old domain. In the usual manner we can then form the relative 
conjugates of any number of k(p,a,%). The relative norm of a number 
b taken in a domain %, relative to a domain %, is the product of 5 and 
its relative conjugates and shall be denoted by 
N) 
or when there is no danger of confusion simply by 
N,(), 
it being understood that N(b) means the norm taken in the ordinary sense, 
i. e,. relative to the domain of rational numbers. 
If 5 belongs to k, and %k, is of degree n relative to k,, then eve- 


dently 
N: (b) = b*. 
Hence if we take the prime number z of k(p,«a) then 
N,(n)= nt". 
There are therefore, in k(p,a, %), integers whose norms are of order n. 
If there are numbers whose relative norms are of positive order less 
than n let us suppose that , is a number such that N,(r,) is of mini- 
mum positive order. If no number whose norm is of positive order is 
such that this order is less than » put „=n. Then 
N: (an) n®? 
where p<n. Also, ıf we put ,=k(p,a,Y%),kı=k(p, a), 
N (n,)=N#(Ni(m,))o Ny(nr)o Pr 
where P ıs a rational prime. 
The method used by Professor Hensel*) will then suffice to show 
that , has the property of a prime, and hence every number in k(p,a,%) 
is either a unit or of the form ni!E where E is a unit. Therefore 
n=nE(p) 
and hence 


*) Theorie der algebraischen Zahlen, Kap. 6 und 7. 
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n"—=N, (an) N,(n!)“ n*. 
Therefore 
N=ey 
and hence 9 must be a divisor of n. 
If we denote by 9, the prime divisor of p in k(a,%) which is 


equivalent to , we have 


N (pı) = P® 
and hence the degree of p, is f-p. In the same way we can write 
N.(pı)=p* 


and shall therefore call 9 the relative degree of the prime divisor 7,. 

If we now employ the methods used by Professor Hensel in 
Chapters 7 and 8 we see that ıf /(z) is irreducible in the ordinary sense, 
and in k(p,a), to which domain f(x) belongs, 


(2) = (2) '92(8) *9,(2) (P) 
f(x) = 0 


has the root %, then to each factor g,(z) there corresponds a prime divisor 


and if 


p, of p in k(a,%). If e, is the power to which this prime divisor enters 
p and %, its relative degree then e,-p, is the degree of g,(z). 

These factors g,(2) are such that the number 9 is a root of the 

equation 
g(2)=0 (P)*). 
If we have a function f(x) in k(p,a) and if a, is an irrationality 
such that in k(a,a,) the divisor p is the product of powers of r different 
prime divisors 9, Pg,-..?, and ıf in k(p,,a,a,) 
2) = Yu (%)- YPal2) * palz) (Pi) 

where ,(z) is of degree n, independent of « then in k(p,a,a,) 
Hz)= Yıla)-yala)--- 9(a) (P) 

where the degree of y,(z) is the same as the degree of y,,(z). 

To see this we need only show that ıf p" isan arbitrarily high 

power of p the congruence 
f(@) = p(2)- pa’ (R) y’(z) mod. p' 
holds in k(p,a,a,). 
To show this we need only choose an n’ so large that the product 


*) Theorie der algebraischen Zahlen S. 181. 
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| pi pa Pr 
is divisible by 2". Since 
f(x) = pı(8)  YPa(®) -*-Yalz) (9;) 
we know that there exist functions such that 
2) = gi (@)- EP (a) --- pE?(@) mod. pr" 
and if we choose r integers Cı,C9,...c, in k(p,4,4,) such that 
s=1 mod.p, =0 mod.pF (j=+t) 
then 
PR) Lay) =pn(R) mod. pi 
is a function of the same degree as p,(2). 
Moreover it is easily seen that 
(2) = Yu (2) pa (8) pa (®) 
= (2): yE? (X) + pP” (x) mod. pr A=1,%..n 
and therefore also modulo p7. 7%... p". 
Hence 
f(2)= pi? (2) pX” (x) --- pi” (x) mod. p", 
and the functions 9, (2), 93(), ... Y,(z) therefore exist in k(p,a,«,) such that 


(2) = (2) Yel®) p() (P). 


$3. The Roots of Unity in % (p,a). 


If we suppose that the prime divisor p is not a divisor of 2 and 
let P be the rational prime which is divisible by p, and again let f be 
the degree of p, so that 

Np)=P', 
then we know that the domain k(p,«a) contains the P/—1 roots of the 
equation 
aP_1=0 (p). 

If q is any other rational prime, and we suppose first that g is 
a factor of P’—1, then it is evident that the g“ roots of unity are also 
contained in k(p, a). If however we suppose that g is different from P, 
and is relatively prime to P’—1, then no g“" root of unity can be con- 
taıned in k(p, a). 

This is easily seen as follows. Suppose that o is a g“" root of 
unity contained in k(p,a). Then since go is a unit 


le =1 mod.p, 
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and since P'—1 is relative prime to g if oe is a primitive q" root of unity 


E 4; 2 cha ’ 
?1, and this is moreover a principal unit. 


the same is true of 0=e 
We can therefore write 
e=1+an"’+..-=1+n’4 (p). 
Since oe’ is a primitive g"* root of unity and therefore different from 1, 
s is finite. But then 
e"=1+gm'A+n"A4 (p) 
and hence 0”—1 is of order s. But then 
e"—1+0 (p) 

since s is finite and hence this contradicts the fact that oe’ is a g"" root 
of unity. The assumption that k(p, a) contains g"' roots of unity different 
from 1 therefore leads to a contradietion and hence no such numbers can 
exist in k(p,a). 

The domain k(p,a) may however contain the primitive P" roots 
of unity. 

Let us suppose that such is the case and that ge is a primitive 
P" root of unity. The number o is then a root of the equation 

"+2 "+r.+zr1=0 

and, in k(p,a). 

Ar +a+1l= (0) 0) (de) (pP). 
If ın this equation we now put 2= 1 we have 


P=(1—g)(1— 0°) ---(1— 0”) (p) 


or 
4) P=l-A+OÖ)MtEet+M) (roter te”) (p). 
But 
e"=1 (p) 
and since eo is a unit in k(p,a) 
o’-"—1 mod.p, 


and hence it is easily seen that 
o=1 mod.p 


and from (4.) we have then 


P 
(5.) (da nr o)P—1 





—=2.3...(P—1) mod.p. 


But by Wilson’s theorem 
2:.3..(P-)= —1 mod. P 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 
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and hence also modulo p and from (5.) we then have 





-=-—1 mod.p. 
Therefore 
(6.) d-opPa ” E () 


where E is a principal unit. 





If we now consider the equation 
«"—E=0 () 
we see, when we apply the theorem used in the proof of theorem I, that 
this equation has a solution when the congruence 
«=E mod.p 


has a solution. But since E is a principal unit 1 is a solution of this 
congruence, and we therefore know that there exists in k(p, a) a principal 
unit Z, such that 





E'=E (p). 
Therefore (6.) can be written in the form 
Bu vi 
ER a BR 


and from this we have 


(7.) [(1-0)E177”=—P (). 
We therefore conclude that when k(p,a) contains a primitive P" 


RER REN A 


Er 


root of unity then it also contains a root of the equation 
(8.) «"+P=0 (p). 
Moreover, since k(p,a) contains the (P’— 1)" roots of unity and 
hence also the (P— 1)" roots of unity, we know that when the equation (8.) 
has one solution in k(p,«a) then it has P—1 solutions in this domain. 
We shall next show the converse of the above demonstrated fact, 
namely, when %(p,a) contains a root of the equation (8.) then it also 
contains a primitive P" root of unity. 
The equation 
(9.) ı’—1=0 (p) 
has atleast one solution in k(p, a), namely = 1. From theorem II we 
then know that there exists in k(p,a) a B, such that B5 — 1 is of order 
o+x-+ 1, where o is the order of P. 


Let 7 be any solution of (8). Since P is divisible by p the 
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same is true of n and ıf p* is the highest power of p contained in n, 
p’”"®is the highest power of p contained in 7’""=—P, Hence o = s(P—1) 


a 0 Be 
or s=p_7 =: 
If we let oe be any solution of (9.) and if we put 
$=e—-B, (p) 
then & is a root of the equation 
(10.) (+ B)"—1=0 (p) 


or in the expanded form 
(11) a’+PBe’"+--+PB'ı+B —-1l=0 (p). 
The number #=$/n is a solution of the equation 


pP & Po 1 
Pt : B,a” a — B5 s+ 7 =0 (P) 


i 
or since „"=—P (p) 
| P P P—1 P—1 u—i 
‚12) ® + a8 ++ —-B "s+- are (p). 
Since P is of higher order than n7””* the coefficients of z in the 
last equation are all integers and all of them, with the exception of the 


coefficient of the P® and first power are divisible by p. The order of 


i P \ 
BE —-lis o+x+1= 51 +1=Px+1l since x= 5 and therefore the 


last term in (12.) is also an integer and is divisible by p, because Px 
is the order of n”. 
If we now denote by F(x) the left hand member of (12.) we have 


(13.) F'(#) PN Pperı (P— 1) B BE” + Re u” (p) 


which is easily seen to be relatively prime to p since B, is relatively 
prime to ?. 

We then know*) that (12.) has as many distinct solutions in 
k(p,a) as the congruence 


(14.) F(x) =0 mod.» 
has distincet solutions ın this domain. 
But 


Fe) =2"—- Bi "x mod.» 
and hence 0, B,,2 B,,3 Ba, -.» (P—1) B, are all solutions of the congruence (14.) 





*) Theorie der algebraischen Zahlen, p. 71 (See also chapter 7, $ 1.). 
16* 
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and it is evident that they are all distintt. The equation (12.) has 
therefore P solutions in k(p,a), and since $=n+-8, the equation (11.) 
also has P solutions in the same domain. We shall denote these solu- 
tions by &,, &,...&p>. It then follows that g,=&,+B, are all distinet 
and by virtue of (10.), they are all roots of the equation 

«—1=0 (p) 
and hence k(p,a) contains the primitive P" roots of unity. 

We shall next see what the effect upon k (p, a) is when we enlarge 
it by the adjunction of a root of unity. 

We shall first consider the adjunction of a primitive n“® root of 
unity where n is relatively prime to p and to P’—1. Let o be such 
a root of unity and suppose that in k(a,e) p= pi p% ---pr. From the 
first part of this section we know that a domain considered with respect 
to a given prime divisor can contain such a root of unity only when it 
is contained in the coefficient domain for the particular prime divisor p; 
which we are considering. If we therefore let y, be the relative degree 
of p, n must be a divisor of Pf’ — 1, 

_ Moreover when we denote by the smallest rational integer such 
that P"—1=0 mod. n and adjoin to k(p, a) a primitive (P" — 1)" root 
of unity we see that we thereby also introduce into the domain the 
number o,„ and we therefore can conclude that 

9 = 
i. e. all the divisors 9,, ?3, ...?, are of the same relative degree. 

The (P” — 1)" root of unity introduced was however a root of the 
equation 

(14.) F’_1-0 (p). 

But since we wished to introduce a root E of the equation 
"—1i=0 (p) 
that says that the equation 
«"—1=0 (p) 
will be satisfied for all values «= 1,2,...r and hence also the equation 
(14.) will have solutions for the domains of all the prime divisors 9,, 


and 2”’-!_1 will have a linear factor for the domains of all 2. Hence 
by a previous theorem we know that it will also have a linear factor 
for the domain of p, and hence the equation 
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(15.) a"_1=0 (p 


will also have a solution in k(p, a, 0,). 
We therefore conclude that the adjunction to k(p, a) of a root of 
the equation 
"1-0 (; 
is equivalent to the adjunction of a root of the equation (15.). 
Let us denote by w(z) the left hand member of the equation (15.) 


and by w a primitive (P'"— 1)" root of unity. Then since 


(0) = (Pr — 1)w" 


is relatively prime to p, if p/ is any prime divisor of p in k(a, w), the 
roots of (15.) are all incongruent modulo p2j. We shall suppose that 
9()=0 (Pi) 
is the irreducible equation in k(p,a) of which w isa root. Since D(y(x)) 
is relatively prime to p the same is true of D(g(z)). Therefore since 
g9(x) is irreducible in k(p, a) it is also irreducible modulo p and therefore 
also modulo 7, in this domain *). 
Moreover since g(x) is a function in k(p, a) 


[g(2)]” = g(x”) mod. p; 


and the numbers w, w”, w”, ... w’*"”' are all distinet roots of the con- 
gruence 
(16.) g9(z) = 0 mod.pi. 


But these powers of w are all (P"—1)" roots of unity and are 


therefore roots of the equation 
9 


(157.) a A_1=0 (M) 


and since g(x) is a factor of Fi 1, all the roots of 
(17.) g(2)=0 (Pi) 

must be roots of (15’.). Buth the (P#’— 1)" roots of unity are, as we 
have already seen, all incongruent modulo p; and hence since the roots 
w,uw,.. we of (15’.) are solutions of the congruence (16.) they must 
be roots of the equation (17.). Consequently g(x)=0 (pj) has atleast 
solutions and must there fore be of a degree not less than . 

If we let S(w) be any symmetric function of w, w”,... Wr” 


we have 
*, Theorie der algebraischen Zahlen. S. 68. 
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[S(w)]” = S(w”) mod. pi 

and since 
w” — w, 
S(w”) = S (w) 

and therefore 

[S(w)]” = S(w) mod. pi. 

Hence $(w) is modulo 9 congruent to a number in k(a). It then 

follows that 


G(z) = (2 — w) (x — w”) ... FRE 
is modulo p, congruent to a function in k (a). The number w is therefore 
in k(a) the root of a congruence of degree 9 modulo p;. Therefore, 
since g(x) is irreducible modulo p/ and w is a root of the congruence 
g(z)=0 mod. p; 

we know that, modulo 9;, g(x) must be a divisor of @(z) and therefore 
the degree of g(z) cannot be greater than 9. Hence g(z) must be of 
degree g. 

In the same manner we can now show that if e is a primitive 
n" root of unity, where n is relatively prime to P and if p, isany prime 
divisor of p in k(a,e) then eE is in k(p,a) the root of an equation 

9,(2)=0 (P,) 
where g,(x) is also of degree p and p is the smallest integer such that 
P'" — 1 is divisible by n. 

If we now denote by rn, a prime number of k(p,a,oe) which is 
equivalent therefore to the prime divisor 9, and as before by n a prime 
number in %k(9, 4) then 

nen 
and in the same way as before 
pe= degree of g,. 
But we have already seen that the degree of g, is p and hence we know 
that e=|1. | 

Consequently the prime number n of k(p,a) retains its character 
of a prime in the domain k(p,#, 0). 

We shall next see that the adjunction of a primitive P' root of 
unity to k(p, a) is equivalent to the adjunction of a root of the equation 


a P=0 (p). 
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We shall therefore denote by go, such a root of unity and by p; 
any prime divisor of p in the domain k(a, 0,). In this domain the equation 
«—1=0 (P;) 
has a solution for all values of © and hence the equation 

"+ P=0 (P;) 


has a solution for all values of «. By a previous theorem we then know 


that the equation 
Be; 


also has a solution in the new domain. 
Conversely if we suppose that 7 is a solution of the equation 
x«"+P=0 (p) 
and p; is a prime divisor of p in k(a,n) then, in the same way, we know 
that the equation 
x” —1=0 (pi) 
has a solution in k (9, a, n) for all values of © and hence also the equation 
ı"—1=0 (p) 
has a solution, which proves the equivalence of the two adjunctions to 
a p-adic domain. 
S 4 The Equation @ —- A=0 (pP). 

We are now ready to pass on to the discussion of the equation (1.) 
considered for the domain of an arbitrary prime divisor p. As before 
we shall suppose that the degree of p is f. 

We know that every number A of k(p, a) can be written in the form 

(17.) A=n'w’E (p) 
where rı is a prime of the domain, w is a (P’— 1)" root of unity, and E 
is a principal unit. The numbers & and / are rational integers and are 
called the order and index respectively of A. Evedently 0 <A <P'—1 
and p may or may not be a divisor of !. 

We can also write @=1-A+.«, where 0 <a, </ and hence 

A= (n).n"w®E (p) 
and the equation which we are considering can be written in the form 
2 — ("")n"wWE=0 (p). 

This equation, as regards nature of solution and reducibility, is 
equivalent to the equation 
«— n"wE=0 (p) 
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and we can therefore without loss .of generality assume that in the given 
equation O<e«e<I. 

If we now suppose that k(p,a,«a,) is a domain, containing k(p, a) 
as a subdomain, in which the equation (1.) has Z solutions, and denote 
by n, a prime of the larger domain and w, the highest (P"'— 1)" root of 


unity contained in k(p,a,a,), we can write 
ph—ı 
1_ 
n=mwE (p), w-=wm". 
The equation which we are considering can now be written in the form 


Inn 
2 WE 1 


x — nn w, P—1 HE 0 (p). 
If 9 ıs any solution of this equation and 
Y=njw'X (p) 
where 7, is the prime divisor corresponding to z, we have when substi- 





tute this value for Y 
ph—1ı 


sa+ pr 
nkun.X'=nto, 1.E"E (p). 
Hence to determine the unknown rational integers $ and n and the prin- 
cipal unit X we have the system of relations 





(a) I£=oe 
(18.) Ib) In=sa+ßr 1 mod. Pr-1 
(c.) X-E"E=E (P.); 





where E is also a principal unit and this system must therefore have 
! solutions. 

Case I. P+l!, i.e. o=0. We shall consider first the case when 
P+1. In this case by theorem I, we know that (c.) always has a solu- 
tion, whatever E may be. 

The equation (a.) has a solution when and only when @e=0 mod. /, 
and hence when «= 0, &=0 and when «&>0, e must be divisible by / 
and hence we can put e=|. | 


In considering (b.) let us suppose first that «= 0. (b.) then becomes 


(b’.) In=ßr- 2 mod. Pr—1 


and hence s is arbitrary and can be made zero. The solution of (a.) is 
in all cases unique and we therefore want to see if we can determine fı 
so that (b.) has Z solutions. 
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If we put d= (l, P'—1), then we know that (b’.) has solutions 
Sn =0 mod. 0, and when this condition is 
fulfilled it has Öd' solutions. Since / is a prime we know that d=1 or / 
and we moreover know that f‚=g-f is a multiple of f. 
Let us consider first when (2, P’—1)=1 and choose g the smallest 
rational integer such that 
Pr"F—-1=0 mod.!. 


77 and hence ß-r-,_- is certainly divisible by Z and the 
condition required for l solutions of (b’.) is satisfied. 
If (l,P—ı1)=! and #=0 mod. then we can put p=1, and 


r=1, 1.8. 


when and only when /-r- 


Then 


uw =Ww 
and the congruence (b’.) is now 
In=ß mod. P'—1 


which will have Z solutions. 
I£ (£, P—-ı1)=! and #0 mod. then (1.) has no solution. If 


however we put 9=1 we have 
Pr_1 
P'—1 

and hence (b’.) will have / solutions. 
In regard to the case when @«=0 we can therefore sum up the 


— Pu m ı pa ı..+P'’tr1=1=0 mod.]| 





results as follows. 

1° When (l, P—1)=1, then (b’.) and (a.) each have one solution 
for p=1 and e=1 and hence the given equation has one solution in 
k(p,a) and in this domain #— A is the product of one linear factor by 
a certain number of non linear factors of un known degree. Since (b’.) 
has either one solution or 2 solutions this says that the adjunction of 
the irrationality of lowest relative degree which will cause atleast one of 
these non linear factors in k(p,a) to have a linear factor, will cause all 
of them to decompose into the product of linear factors, and hence they 
must all be of the same degree. Moreover the least irrationality which 
will do this is evedently a (P"—1)" root of unity, which we have already 
seen is in k(p,a) the root of an eqguation of degree 9. Hence the non 

Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 17 
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linear factors, of «— A must all be of degree y and there are therefore 


—— such factors. 


op 

2° When (l, P—1)=! and $ =0 mod. /, then the equation (1.) 
has 7 solutions in k (p,a) and #— A is therefore the product of Z linear 
factors in this domain. 

3° When (l, P—1)=I! and %#0 mod.2, then our equation has 
no solution in k(p,a) and since it is of prime degree it must therefore 
be irreducible. 

We have seen that in this case we can cause (b’.) to have / solu- 
tions by the introduction of a primitive (P— 1)" root of unity. 

In the case when «= 0 we can therefore completely solve our 
equation by the introduction of roots of unity alone. But we have seen 
in a previous section that by the introduction of such a root of unity 
as we have here introduced the prime rı retains its character of a prime, 
and since (a.) is solvable for all values of e we can there fore put e=1 
and s= 0. 

Since «= 0 and hence A is a unit we know further from theorem I 
that the equation (1.) has a solution when and only when A is an !" 
power residue modulo p, and if we suppose for the time being that « is 
not necessarily zero but a multiple of 2 it is easily seen that the equa- 
tion has a solution when and only when A is an !"" power residue mo- 
dulo p+!, 

If then 9 is a root of the irreducible equation 


— A=0 
we know, from the above, that in k(a,%) the prime divisor p of k(a) 


is the product of one prime divisor of degree f and -_ prime divisors 


of degree fp, where g is the smallest integer such that P"—1=0 mod. 1, 
when A is an !" power residue in k(a) modulo p“*!, and that 9 is 
itself a prime in k(a,%) when A is not an Z' power residue modulo p**" 
and its degree is /f. 

We take up next the consideration of the case when « is again 
less than / but different from zero. | 
In this case it is evident that (a.) does not have a solution unless 
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e=(0 mod. / and hence the given equation must certainly be irreducible in 
k(p,a). | 
Besides the roots of unity introduced in the preceeding case in 
order that there may be 2 solutions it is necessary to give to e the 
value Z which is the least value which will satisfy the required condition. 
This says that besides the roots of unity we must introduce a root of 
the equation 
= nu" 
in order to solve the given equation. 
If again we let 9 be a root of 
*—4A=0 
since this is in the present case irreducible in k(p,a) we know that 9 is 
in k(a,%) the power of a single prime and since in k(p,a,A) n is of 
order /, we know that p must be the /" power of a prime divisor of 
degree f. 
We. note here that in this case the necessary and sufficient con- 
dition that (b.) have a solution is that 


7 phlig 


and when we choose f, again so that d= (l, P'-—1)=/, it will when 
this condition is satisfied have / solutions. If P—-1#0 mod. !, as before 
ye s . . i 
when p=+1, Ann =(0 mod. Z and hence in this case s=0 will suffice 
for s. If however P—-1=0 mod.! and hence p=1, then again when 
ß=0 mod. !,s=0 satisfies the conditions. But when y=1 and #0 
mod. then since r is in this case l1,s must satisfy the congruence 
se+P=0 mod./, 


which is always possible since # and « are both relatively prime to /. 


=(0 mod.d, 





We have thus completely determined the nature of the solution 
of (1.) when P#+I. 

Case Il. P=l/ıe. 0>0. We shall now turn our attention to 
the case when p is a divisor of the rational prime /. Since w is a pri- 
mitive (?— 1)" root of unity 

w" = w 
and therefore w is in our domain an /!"" power, and in the same manner 


17* 
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as before the equation which we are considering is for our purpose equi- 
valent to 
"—n"E=0 (p). 
If 
z= niw}E 

is a solution we know that 

In=0 mod. :—1 
and hence 

n=0 mod. "—1. 
Therefore 


zs=n$E 
and in place of the equations (18.), (a.)—(c.), considered in the previous 
case we must now consider the equations 
(19.) (a.) Z{=oe, (b.) not needed, (c.) A=E”.E (p,). 

This system must then have / solutions and since the solution of 
(a.) is unique (c.) must have / solutions. But this is the case only when 
the domain contains the primitive /"" roots of unity, and such one must 
then be adjoined to k(p,a). But this adjunction gives Z solutions only 
when there already is one solution and we shall therefore see how the 
domain must be changed. 

We shall first settle the case when «>>0. Then since « is rela- 
tively prime to Z we can find an m such that 


em=—1l mod. 
and put 
em +1=g:l. 
If we then put 
n=n-EtY, 
since e=[/, (a.) will have a solution, and (c.) becomes 
=" (p) 


which has a solution E? in k(p,a). If we therefore adjoin to k(p,«) a 
root of the equation 


v=nE” (p) 
the equation (1.) will have atleast one solution in the enlarged domain. 
If however «= 0 then (a.) will always have a solution and, in 
fact, the equation (1.) reduces to the case of the 'equation 
(20.) ”«—-E=0 () 
and we must then adjoin a root of this to the domain. It therefore 
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remains to determine what is the nature of the irrationality which must 
be adjoined to k(p, a) in order that (20.) may have a solution, ıf such a 
solution does not exist in k(p, a). 

Let us, in the latter case, suppose that 7 is the highest power of 
p such that the congruence 


(21.) «“ =E mod. y 
has a solution in k(p,a) and let B be this solution. Then 
t<0+% 


Let 4 be any solution of (20.).. Then since B belongs to k(p, a), 
3 = YW— B belongs to k(p,a,Y%) and 3 is a root of the equation 
(«+B)—-E=0 (p 


which we can write ın the form 


(22.) «+1Ba"+..+1BTz:+B—-E=0 (p). 
If we now put = Fe. since t<0o+x< + = Pe. we 
have = oo and therefore <<. When we therefore denote by ®’ 
the quotient ®/n”, then ®’ is a root of the equation 


l "u l Fi B—-E 
(23.) gc + zur’ Bx u + ... - en B ir + ze (p). 


Since "<: (—1)2’<o and since -=[£]. Iz’<t, and 


hence it is easely seen that the coefficients of (23.) are all integers ın 
k(p,a) and hence ®’ is an algebraic integer. 
We shall first consider the case when £ is not a multiple of |. 
Then #2 <# and hence 1 <t:—»’I<ZIl. But 
,. ‚B—-E 
ni) = (N 
is divisible by p*". 
that n is not a prime in the domain k(a, %), and’ since the equation (20.) 


is irreducible it follows that p cannot be the product of powers of diffe- 


Since the exponent is less than Z we conclude 


rent prime divisors. If we therefore suppose that z, is a prime in the 
domain k(p,a,%) and 
| nen; 
then e>1 and since e is a divisor of Z we conclude that e= |. 
From this we can then conclude that in this case p is in k(a, W) 
the Z"" power of a prime divisor of degree f. 
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We can in this case write an expression for the prime r, as follows. 
Suppose that we choose n and s two rational integers such that 


nt—Is=|. 
Then Hr 
Rn 
is a number in k(a,%), and since 
B'—E 
N,(n)=- „EP 


is of order nt—Is= 1, we know that rn, is a prime number. 
We now turn our attention to the case when i=x'.Il. This we 
have already seen in $ 1 is possible only when «= x and 
t=zl=0+x% 


and hence 
o=x(l—1). 


If we then again turn to the equation (23.), we see that now the 
last two terms are both relatively prime to p. Therefore, ıf we denote 
by F(x) the left hand member of (23.), we see that F’(3’) is relatively 
prime to p. Therefore, by the theorem found on page 68 of Theorie der 
algebraischen Zahlen, we see that (23.) has a solution in a given domain 
when and only when the congruence 

F(x)=0 mod.» 
has a solution. 


But 
Fi) = «+ wc +w” modp. 


where w is a primitive (??— 1)" root of unity and f, and /f, are the indices 
of the last two coefficients of (23.). 

Since the relative discriminant of (23.) is relatively prime to p it 
follows that in k(a,%) p cannot be divisible by a power of a prime 
divisor, and since F(z) is irreducible in k(p,a) we know that p cannot 
be divisible by two different prime divisors, and we therefore conclude 
that p is in k(a,%) a prime divisor of degree /f. 

From this we can then conclude that k(p,a,%) contains the primi- 
tive (?’— 1)" roots of unity, and since as we have already seen, such a 
root of unity is in k(p,«a) the root of an equation of degree /, the same 
as the degree of F(x), we know that the adjunction of a root of 


—1=0 (p 


will cause 
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F(2)-0 (p®) 
to have a solution, and since this is true for the domains of all prime 
divisors p® of p in the domain formed by the adjunction to k(a), of an 
(’ — 1)" root of unity 

F(x)=0 () 
also has a solution in this domain. 

Hence in this case the adjunction of a primitive (27 -- 1)" root of 
unity to k(p,a) will suffice to solve (20.). 

If however k(p,a) does not contain a primitive 2" root of unity 
in each case there will be only one solution and to have / solutions we 
must still farther enlarge the domain by the adjunction of such a root 
of unity. 


When 
“—E=0 () 


has one solution in k(p,«a) then it is reducible and has atleast one linear 
factor in this domain, and certain non linear or linear factors which are 
of a degree yet unknown. Since if we adjoin to k(p,a) an irrationality 
which will cause one of these factors to have a linear factor, they will 
all decompose into the product of linear factors, because there are either 
! solutions or one solution, we conclude that the unknown factors of 
x —E are all of the same degree. 

We moreover know that they all reduce to the product of linear 
factors when we adjoin to k(p,a) a root of the equation 

”—1l1=0 (p) 

it being understood that this root is different from 1. 

We therefore want to see what the effect upon k(p,a) is when 
we adjoin this number. 

We have already seen that the adjunction of a primitive !"" root 
of unity is equivalent to the adjunetion of a root of the equation 

(24.) «!=—I (p) 

and we shall therefore turn our attention to this equation. 

We know that —/ is of order o and hence 

—I=n’wE, (p) 

If n is a solution of (24.) and x, a prime number in k(p,a,n) 
and w, a primitive (2*— 1)" root of unity in this domain, where f, is the 
degree of the prime divisor 9, corresponding to z1,, then 
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„w—1 
u= uw y4 
and therefore 
Hd —ı 


—I-mem TEE, (p). 

But since Z}’-E, is a principal unit and hence 1 is a solution 

of the congruence 
(25.) 21=E)-E, mod.p, 

by using the method used in the proof of theorem I, we can show that 
the equation (25.) always has a solution, whatever unit E’ may be, and 
we can therefore put E’=1. 

The equation (24.) can now be written in the form 


en w ME (p), 





nt. w, ’—ı (p). 
But this equation we know has a solution in k(9,a,n) and hence if this 
solution is 


z=nmw]X (p) 


as before 
a) (d-V)5=@0, 
En 
(26.) (b.) (1m so+ßr7— mod, I — 1, 
(e.) X=1(p). 





But (c.) says that X isan (2— 1)" root of unity and since it is a 
principal unit it must be equal to 1. 

It remains therefore only to study the relations (a.) and (b.). 

If we denote by 9, the greatest common divisor of o and /—1 


‚ and since the value of e, does 
I—1 


9ı 
Since Z—1 is a factor of /!—1 we know that the necessary and 


sufficient condition, that (b.) shall have a solution is that 


we see that e, must be divisible by 





91 





not effect the congruence (b.) we can put = 


Fe 
so+ Br F— m 0 mod. !—1. 


But ”—-1=0 mod. 2—1 and hence 
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’=1 mod.!—1. 


Therefore 
ik MD LIED LH +l=@ mod.1—1 
and we have that 
(27.) so+ßr-p=0 mod.!—1 


is the condition which s,r and 9 must satisiy in order that (b.) may 
have a solution; r must here be prime relatively to /—1 and hence to 
!—1, since w is a primitive (?—1)" root of unity. 
We now get a solution of (27.) as follows: We had 9, = (o,1—1); 
if we put further 
s = (P,1—1), d= (y,, 5) and hence 
o= 910, B=3ß, p1= 09, = 08, 
and ıf we now put in (27.): s=s,, = 9,, then (27.) becomes 
p,05, + s.BQ :r=0 mod./—1 


and hence 


o+fr=0 mod. — 


where u= 09,5, =[9:; 51] ([Yı, 51] means the least common multiple). 


it 


. I 
can therefore find an r,, relatively prime to — z ‚ such that 
t 


1 


But $# and o are relatively prime to ‚ as is easily seen, and we 


(28.) o+ßr=0 mod. .- 


But we must find r relatively prime to /—1. This however we 
can easily find from the », found above. Let us denote by c the pro- 
duct of all the prime factors, which are common divisors of ?—1 and 
r,, each having in c the same exponent as in ?—1. The number ce is 


then necessarily relatively prime to E ‚ because all the prime factors 


u 
of e are factors of r,. But is a divisor of ”—1 and hence also 
E. 
of Brei 
c 
If we now put 
sa ’—1ı 
- 7 ’z 
we have 
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r=r, mod. 


and hence r is also a solution of the congruence (28... But r is more- 


over relatively prime to !—1 because if q is any prime factor of !—1, 
’—1 





if ıt ıs a factor of e it is a factor of r, but not of ‚ and if it is 


1... 
a factor of en it ıs not a factor of ce and hence not of r, and hence 


not of r. 
To have a solution of (24.) and hence / solutions of (20.) we see 
that ıt is necessary to enlarg the domain by the adjunction of an ("— 1)" 


[91, (8, 1—1)], 
(ß ’ I 1) : 


root of unity w,, where = 9, = and to this domain again 
adjoin a root of the equation 


"= nw” (pP); 











where 
2m [91, (ß; !—1)] 
(o,1—1) 
i—1 
and , = ——. 
yı 
That is 
_lo1-1,@1-0)) ,_ lol, @1-1)] 
(#,1—1) (o,1—1) 
and 
RE 2 WA 
gi 


But the adjunction of w, causes the irreducible factors of = — A 
to be decomposed into factors whose degree is z times the original degree 


and since an irrationality of degree e, causes these again to be decomposed 
into linear factors, we know that the degree of the irreducible factors in 





k(p,a) is e,-g*), which says that there are !—1 guch factors. It is 


6, 
not diffieult to show from the above relation that 
| i—1 
——- —=(l—1,Pß, 0). 
(6, Y) PB ) 


From this we then know that when = — A is reducible in k(», a), 
in the domain k(a,%) p is the product of a prime divisor of degree f 
and the ei" powers of (l—1, ß,0)= d prime divisors of degree pf. 


*) Algebraischen Zahlen. Kap. 8, $ 7. 
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Über die Teiler der Null und die Zerlegung von Ringen. 


Von Herrn Adolf Fraenkel in München. 


Einleitung. 


Seit langem sind in die Arithmetik neben den sogenannten Körpern, - 
in denen alle gewöhnlichen Rechengesetze wie für die rationalen Zahlen 
gelten, auch verschiedene Bereiche von Elementen eingeführt worden, die 
so umfassend und so in sich abgeschlossen sind, daß zwar Addition, 
Subtraktion und Multiplikation in ihnen unbeschränkt und eindeutig und 
auch in Übereinstimmung mit allen oder doch den wichtigsten formalen 
Gesetzen der Arithmetik ausgeführt werden können, aber die Division 
überhaupt nicht allgemein oder nicht immer eindeutig möglich ist. Das 
trivialste Beispiel eines solchen, mit Herrn Hilbert als Rıng*) zu bezeich- 
nenden Bereiches stellt jedes Kongruenzklassensystem für eine beliebige 
zusammengesetzte natürliche Zahl als Modul dar; als einige weitere Beispiele 
derartiger Ringe seien verschiedene Arten von Systemen höherer komplexer 
Zahlen**) genannt, ferner Ringe von Matrizen oder von Modulsystemen 





*) Eine nähere Präzisierung dessen, was — etwas abweichend von Herrn 
Hilbert — im nachfolgenden Aufsatz unter einem Ring verstanden wird, ist in $ 1 
gegeben. 

**) Man vergleiche besonders eine Abhandlung von Weierstraß (mit zusätz- 
lichen Bemerkungen von Herrn A. A. Schwarz; Nachr. v.d.K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, 
a. d. Jahre 1884, S. 395—419 [= Weierstraß’ Mathem. Werke, II, S. 311—337]) sowie 
die sich daran anschließenden Aufsätze der Herren H. A. Schwarz (ebenda, S. 516—519 
bzw. S.337—339 [= Schwarz’ Ges. math. Abh., II, S. 346—349]), Dedekind (ebenda, a. d. 
J.1885, S.141—159; vgl. auch ebenda, a.d.J. 1887, S.1—7), Hölder (ebenda, a.d.J. 1886, 
S. 241— 244), J. Petersen (ebenda, a.d.J. 1887, S. 489—502), Hilbert (ebenda, math.-phys. 
Kl., a. d. J. 1896, S. 179—183) sowie besonders des Herrn Study (ebenda, math.-phys. Kl., 
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140 Fraenkel, Teier der Null und Zerlegung von Ringen. 


und schließlich die Bereiche der g-adischen Zahlen*). Es ist übrigens 
wesentlich zu unterscheiden, ob die Ringeigenschaft nur künstlich oder 
aber natürlich ist, nämlich ob man durch ‚„Quotientenbildung‘“ (d. h. 
Adjunktion von Elementepaaren wie bei der Einführung der rationalen 
Zahlen) die Division unbeschränkt ausführbar und den Ring, der alsdann 
nur ein Integritätsbereich war, zum Körper machen kann — oder nicht; 
nur die Bereiche der letzteren Art fallen unter die folgenden Betrachtungen, 
in denen zu der rein arithmetischen Unterscheidung zwischen ganzen und 
gebrochenen Elementen keine Veranlassung vorliegt; sie sind vor den 
Körpern dadurch ‚‚ausgezeichnet‘“, daß ın ihnen ein Produkt sehr wohl 
Null sein kann, ohne daß einer der Faktoren verschwindet, daß die Null 
hier also eigentliche Teiler besitzt. 

Da nun die Ringe nicht allein in der Zahlentheorie, sondern auch 
in anderen weiten Gebieten der Arithmetik eine wichtige Rolle spielen, 
so dürfte es als ein Problem von Bedeutung erscheinen, die Ringe im 
allgemeinen, unter möglichstem Verzicht auf die Benutzung spezieller 
Eigenschaften, in bezug auf ihre möglichen Typen und die in ihnen 
herrschenden allgemeinen algebraischen Gesetze zu untersuchen, ähnlich 
wie dies vor kurzem Herr Steinitz für die Körper unternommen und voll- 
ständig durchgeführt hat**). Hier zeigt sich aber sogleich bei den ersten 


a.d. J. 1898, S.1—8), in denen eine spezielle Klasse von Systemen höherer komplexer 
Zahlen betrachtet wird, die in augenfälliger Weise in den Rahmen des nachfolgenden 
Aufsatzes fällt; man vgl. hierfür das „Schlußergebnis“ auf S. 175. Zum Vergleich 
sei noch besonders auf den außerordentlich viel weiteren Umfang des Gebiets der 
hier behandelten Systeme „höherer komplexer Zahlen“ hingewiesen: als Koeffizienten 
der Haupteinheiten höherer komplexer Zahlen werden gewöhnlich (auch in den oben 
zitierten Aufsätzen) nur reelle oder gemeine komplexe Zahlen zugelassen, neuerdings 
besonders in amerikanischen Arbeiten auch Elemente eines beliebigen Körpers; im 
vorliegenden Aufsatz dagegen (vgl. das erwähnte Schlußergebnis) gehören die Koeffi- 
zienten jeder einzelnen Haupteinheit e; je einem besonderen Bereich R; an und zwar 
nicht notwendig einem Körper, sondern allgemeiner einem einfachsten Ring X; von 
der Art, daß jeder Nullteiler von X; im wesentlichen eine Potenz eines bestimmten, 
ein für allemal fest gewählten Nullteilers von %:; ist. 

*) Die g-adischen Zahlen hat Herr Hensel in die Arithmetik eingeführt in 
seiner jüngst erschienenen „Zahlentheorie“ (Berlin u. Leipzig [Göschen] 1913). 

**) E. Steinitz: Algebraische Theorie der Körper, dieses Journal, Bd. 137 (1910), 
S, 167—309, 
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Schritten eine wesentliche Schwierigkeit darin, daß wegen der nur be- 
schränkten und ım allgemeinen nicht eindeutigen Ausführbarkeit der Divi- 
sion und wegen der Existenz echter Teiler der Null die grundlegendsten 
algebraischen Sätze und Methoden auf Ringe nicht ausgedehnt werden 
können; z. B. kann ofienbar eine Gleichung mit Koeffizienten aus einem 
Ring in diesem sehr wohl mehr Wurzeln haben, als ihr Grad angibt, auch 
sogar unendlich viele Wurzeln. 

Für die speziellen Ringe der g-adischen Zahlen hat nun Herr 
Hensel ım fünften Kapitel seines erwähnten Buches diese Schwierigkeiten 
vollkommen beseitigt, indem er diese Ringe auf Grund ihrer besonderen Eigen- 
schaften, namentlich auf Grund der Eigentümlichkeiten gewisser, explizit zu 
berechnender g-adischer Zahlen, auf jeweils endlichviele Körper zurück- 
| zuführen lehrte. Durch diese interessanten Ergebnisse angeregt, versuchte 

ich, ob nicht auch für die allgemeinen Ringe eine ähnliche Reduktion 
und damit ein Eingangsweg für weitere Untersuchungen ermöglicht werden 
könne. In der Tat zeigte sich, daß für eine sehr weite, durch abstrakte 
Bedingungen festgelegte Klasse von Ringen mittels allgemeiner Methoden 
eine Zurückführung geleistet werden kann zwar im allgemeinen nicht auf 
Körper, aber auf spezielle, durch einfache Struktur ausgezeichnete Ringe, 
i in denen sich insbesondere alle Fragen der Division ohne weiteres ent- 
| scheiden lassen (vgl. die Sätze 7ff. des $ 4 auf S. 172ff.). 
| Der Durchführung dieser Untersuchung ist der folgende Aufsatz 
gewidmet, dem zur leichteren Übersicht über die sich in größerer Anzahl 
als notwendig erweisenden neuen Begriffsbildungen ein Verzeichnis der 
Termini angefügt ist. Zur Erläuterung der zuweilen der Natur der Sache 
nach etwas abstrakten Gedankengänge und der manchmal paradox er- 
scheinenden Verhältnisse in Ringen sind häufig kurze Beispiele eingefügt; 
dagegen wurde von eigentlichen Anwendungen auf spezielle Ringe Abstand 
genommen, weil dies meist längere Hilfsbetrachtungen erfordern würde 
und daher besser einer anderen Gelegenheit vorbehalten bleibt. Mittels 
der Ergebnisse dieser Arbeit hoffe ich die nähere Untersuchung der Ringe 
in dem früher angegebenen Sinn bei nächster Gelegenheit weiter fortsetzen 


zu können. 
$ 1. Die Ringe im allgemeinen. 


Den Gegenstand aller nachfolgenden Betrachtungen bildet ein System R 
von Elementen, in dem entweder irgend je zwei Elemente als unter- 
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einander ungleich gelten oder aber eine reflexive, symmetrische und tran- 
sitive Relation = (Gleichheit) zwischen gewissen Elementen definiert ist, 
so daß also für jedes Element « aus X stets a«=a gilt und, falls b und c 
ebenfalls Elemente aus R sind, aus a=b stets b=a, aus a=b, b=c 
stets «= c folgt. Im ersten Fall stellt die Identität eine solche Relation 
dar. Sind zwischen den Elementen des Systems auch noch Operationen, 
etwa eine Addition oder eine Multiplikation, definiert, so ist die Gleich- 
heit als derart erklärt vorauszusetzen, daß bei diesen Operationen irgend- 
welche als gleich definierte Elemente einander vertreten können. 

Ist im System R eine beliebige Verknüpfungsoperation x zwischen 
je zwei Elementen definiert, so besage, wie üblich, die Ausdrucksweise 
„die Elemente von R bilden in bezug auf die Operation x eine Gruppe‘, 
daß die folgenden 4 Bedingungen*) erfüllt sind: 

1. Aus irgend zwei in bestimmter Reihenfolge gegebenen Elementen «a 
und b aus X kann vermittels der Operation x eindeutig ein Element c 
gewonnen werden, das ebenfalls dem System RX angehört; es soll auch 
durch c=axb bezeichnet werden. 

2. Sind a,b, c irgend drei Elemente aus R, so ist stets ax (bxc) 
=(axb)xec. 

3. R enthält mindestens ein Element n von der Art, daß für jedes 
Element a aus R stets axn= a ist. 

4. Enthält R Elemente von der in 3. geforderten Art, so gibt es 
unter ihnen ein besonderes n derart, daß X zu jedem Element « mindestens 
ein Element «a enthält, für das axa’=n ist. 

Diese Bedingungen sind unabhängig, gleichviel ob X endlich oder 
unendlich viele Elemente enthält, und aus ihnen können alle Eigenschaften 
einer Gruppe gefolgert werden. Insbesondere sind die in 3. und 4. er- 
klärten Elemente » und u’ jeweils — abgesehen von zu ihnen gleichen 
Elementen — eindeutig bestimmt und sollen als neutrales Element 


*) Diese Definition der Gruppe sowie ein Teil der zur Definition des Ringes 
verwendeten Bedingungen schließen sich an die Herren Moore und Dickson an (Dickson 
in den Transact. of the Amer. Math. Soc., Vol. 6 [1905], p. 198— 204; vgl. auch die 
Darstellung in Pascals Repertor. der höh. Math., 2. Aufl., I. Bd., 1. Hälfte [Leipz. 1910], 
S.172f., und in Herrn Zoewys, 1914 bei Veit & Comp. erscheinendem Lehrbuch: 
Algebra, I. Teil: Grundlagen d. Arithmetik, S. 24 ff. u. 33 ff., welch letzterem ich auch 
in der Darstellung der Gleichheit und öfters in diesem Paragraphen gefolgt bin). 
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der Gruppe bzw. als zu a inverses Gruppenelement gelegentlich bezeichnet 
werden. 

Sind nur die ersten drei Bedingungen erfüllt, so werde X als eine 
Paenegruppe*) bezeichnet. 

Ein Ring heiße das System X, wenn die folgenden 10 Bedingungen 
R,, bis R,., erfüllt sind **): 

R,, Aus irgend zwei in bestimmter Reihenfolge gegebenen Elementen 
a und b aus R® kann vermittels einer Operation, die mit + bezeichnet werde 
und Addition heiße, eindeutig ein Element ce aus R gewonnen werden, das 
auch als c=a-+b oder als Summe von a und b bezeichnet werden soll. 

R,, Für irgend drei Elemente a,b,c aus R ıst sts a+ (b-+c) 
=(a+b)+c. 

R, R enthält mindestens ein Element O von der Art, daß a+O=a 
ist für jedes Element a aus NR. 

R,, Unter den Elementen O gibt es ein besonderes O von der Art, 
daß R zu jedem Element a mindestens ein Element (—a) enthält, für das 
a+(—-a)=O ist. 

Diese vier ersten Bedingungen besagen, daß R in bezug auf die 
Addition eine Gruppe bildet; das in bezug auf die Addition neutrale 
Element O***) werde als das Nullelement oder die Null des Systems 
R bezeichnet. 





*) Nicht zu verwechseln mit dem von Herrn Diekson (Transact. of the Amer. 
Math. Soc., vol. 6 [1905], p. 205) eingeführten Begriff der Halbgruppe (semi-group). 
**, Die Bedingungen sind des leichteren Vergleichs wegen so formuliert, daß 
Rı, bis Rr, und Ro, mit den entsprechenden Körperbedingungen bei Dickson und Loewy 
identisch, Rs, und Roy, den entsprechenden analog sind ; Rı,bis AR) besagen, daß die Elemente 
von X in bezug auf die Addition eine Gruppe bilden, R;, bis Rs), daß sie in bezug 
auf die Multiplikation möglichst, nämlich nach Ausschluß der Nullteiler, eine Gruppe 
bilden. Einschränkender Natur sind von den 10 Bedingungen nur R,,, Rs) und Rs): 
Rs, schließt bei kommutativer Multiplikation nur die in der Einleitung als „künstlich“ 
bezeichneten Ringe aus und ist dann durch Quotientenbildung zu befriedigen, während 
K,, und Rs, wesentliche Anforderungen stellen, welche zum mindesten nicht gänzlich 
weggelassen werden können, will man nicht zu einer ganz anderen und viel weniger 
weitgehenden Theorie gelangen als der im folgenden entwickelten. 
***) Bei Elementen, die, abgesehen von zu ihnen gleichen, eindeutig bestimmt 
sind, soll stets in dieser Weise der bestimmte Artikel gebraucht und von eindeutiger 
Bestimmtheit schlechthin gesprochen werden. 
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Nach den bekannten Eigenschaften einer Gruppe gilt: 

Satz 1: Für Elemente a,b eines Ringes R ist stets: 
a+0O=0+a=a a+(—-a)=(—-a)+a=0, —(a+b)= (—b)+(—a); 
ferner gilt das assoziative Gesetz für die Addition beliebig vieler Elemente 
aus R und schließlich ist jede Lösung der Gleichung a+ z=b bzw.y+ a’ = b’ 
aus R gleich dem Element = (—a)+b bzw. y=b’+(—a’), d.h. die 
Addition ist eindeutig umkehrbar. Für a+ (—b) werde kürzer a—b ge- 
schrieben. 

Die weiteren Bedingungen für einen Ring sind: 

R,, Aus vrgend zwei in bestimmter Reihenfolge gegebenen Elementen 
a und b aus R kann vermittels einer Operation, die mit » bezeichnet werde 
und Multiplikation heiße, eindeutig ein Element c aus R gewonnen werden, 
das auch als c=a-b oder als Produkt von a und b bezeichnet werden soll. 

R,, Für irgend drei Elemente a,b, c aus R ist stets a-(b-c)= (a-b).c. 

R,, R enthält mindestens ein Element e von der Art, daß für jedes 
Element a aus R a-e=a ist; ein solches Element & heiße ein Einheits- 
element von X. 

Definition 1: Gibt es zu einem Element 5 aus R ein zweites 
a+O in RK, so daß a-b=(Ö ist, so heiße mit Weierstraß b ein Teiler 
der Null oder ein Nullteiler. Ein Element aus X, das kein Nullteiler 
ist, werde als regulär bezeichnet. 

Beliebige Elemente aus X sollen im folgenden mit latei- 
nischen, reguläre mit kleinen griechischen Buchstaben be- 
zeichnet werden. 

R,, Unter den Einheitselementen e von R gibt es eın besonderes & von 
der Art, daß R zu jedem regulären Element « mindestens ein Element 
a! enthält, für das aa "= ist. a! heiße ein zu a reziprokes Element. 

R,, Sind a und b irgend zwei Elemente aus R, so gibt es zu ihnen 
ein reguläres Element a,, in R, so daß a-b=«,,"b.a ist, und eın regu- 
läres Element ß,, so daß a-b=b-.a-f,., ist. Die Multiplikation im Ring 
braucht also nicht kommutativ zu sein, aber a»-b und b.a unterscheiden 
sich voneinander höchstens um einen vorne oder hinten hinzuzufügenden regu- 
lären Faktor. 

R,, Sind a,b, c irgend drei Elemente aus R, so gelten die distribu- 
tiven Gesetze: 
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a-(b+c)=a-b+a.c, (b+c)-a=b-a+c-a. 

Ist insbesondere in X die Multiplikation kommutativ, so genügt 
es, eines der distributiven Gesetze zu fordern. RX heiße in diesem Fall 
ein kommutativer Ring. 

Fügt man noch die Bedingung hinzu, daß ein Produkt nur dann 
verschwinde, wenn dies von einem der Faktoren gilt, oder, was dasselbe 
ist, daß zu jedem zu Null ungleichen Element ein reziprokes in X existieren 
solle, so geht bekanntlich ein kommutativer Ring X in einen Körper 
über; ist die Multiplikation in einem derartigen Ring nicht kommutativ 
— in diesem Fall wird übrigens die Bedingung R,, überflüssig —, so will 
ich mit den Herren Zermelo und Blumberg*) von einem nichtkommu- 
tativen Körper sprechen. 

In einem Ring bilden die Elemente auch bei Ausschluß der Null 
keine Gruppe in bezug auf die Multiplikation, sondern nur eine Paene- 
gruppe, und es gelten in der Tat die dem Satze 1 analogen Behauptungen 
nicht sämtlich für die Multiplikation in Ringen. Doch folgt noch auf 
gleiche Weise wie für Körper: 

Satz 2: Für jedes Element a eines Ringes R ist a -O=0.a=(; 
für irgend zwei Elemente a und b aus R ist: 

a-(—b)= (—a).b=— (ab), (-—a)-(-b)=a-b. 
Enthält R, wie zur Vermeidung von Triwalitäten stets angenommen werden 
soll, wenigstens ein zu O ungleiches Element, so sind Addition und Multipli- 
kation verschiedene Operationen, und jedes Einheitselement ist ungleich Null. 
Das assoziative Gesetz gilt für die Multiplikation beliebig vieler Elemente 
aus R. 

Aus R,, und der ersten Behauptung von Satz 2 folgt noch, daß 
auch a ein Nullteder ist, wenn a-b=O undb=++O ist; eine Unterscheidung 
zwischen Nullteilern der ersten und der zweiten Art braucht hier also 
nicht gemacht zu werden. 

Satz 3: Die Addition ist in jedem Ring kommutatıv. Auch bei 
der Multiplikation endlichvieler Faktoren aus einem Ring darf die Reihen- 
folge beliebig geändert werden, wenn nur vorn oder hinten ein geeignet ge- 
wählter regulärer Faktor hinzugefügt wird. Die vordere multiplikatiwe Hinzu- 





*) Vgl. Bull. of the Amer. Mathem. Soec., vol. 19 (1913), p. 58f.. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 19 











146 Fraenkel, Teiler der Null und Zerlegung von Ringen. 


fügung eines Einheitselements läßt ebenso wie die hintere jedes Ringelement 
ungeändert; das Einheitselement eines Ringes ist daher eindeutig bestimmt. 
Ein Ring enthält zu keinem Nullteiler ein reziprokes Element, und die Ge- 
samtheit aller regulären Elemente eines Ringes bildet in bezug auf die Multipli- 
kation eine Gruppe. 


Beweis: Sind «a und 5b zwei beliebige Elemente eines Ringes X, 
ge ein Kinheitselement von RX, so ist nach dem ersten distributiven Gesetz 
(a+b)-(e+e)=a+b+ta+rb, 

nach dem zweiten 

(a+b).-(+e)=a-(e+e)+b-(+e)=a+ta+b+b, 

so daß nach Satz 1 in der Tat folgt: a+b=b-+ a, was sich in bekannter 
Weise auf mehr als zwei Summanden überträgt. Weiter ist nach R, und 
R,): a=4.-€e=&.@+/,,, woraus durch vordere Multiplikation mit & die 
zu beweisende Relation s-a=a«a folgt. Ferner sei a-b=-O0=b.a, aber 
b=++0; existierte dann a! so, daß a-a"=e wäre, so folgte O=b.a-aT' 
—=b.s=b gegen die gemachte Voraussetzung, d. h. Nullteiler besitzen 
wirklich keine Reziproken. Das Produkt zweier regulärer Elemente « -/, 
zu dem ja A." reziprok ist, ist daher wieder regulär, woraus mit 
Rücksicht auf R,, R, und R,, die letzte Behauptung von Satz 3 folgt. 
Aus dieser schließlich ergibt sich bei wiederholter Anwendung von R,, die 
Richtigkeit der Aussage über die Veränderung der Reihenfolge der Fak- 
toren bei der Multiplikation. 


Die natürlichen Potenzen eines Ringelements, die mehrfach vor- 
kommen werden, seien gleich hier in bekannter Weise eingeführt durch 


die Definitionen 


0, al, 


wo a ein beliebiges Element aus X, dagegen 1,2,...m,... nur abkürzende 
Symbole und nicht etwa Ringelemente sind*); die gewöhnlichen Rechen- 
regeln wie a”.a"=.a”*" usw. sind leicht herzuleiten. Gelegentlich wird 
auch die Schreibweise a’—= & benutzt werden. | 


*) Auch die Addition dieser Symbole hat natürlich mit der im Ring definierten 
Addition nichts zu tun; die Benutzung der gewöhnlichen Operationszeichen für die 
Addition, Subtraktion und Multiplikation ganzer Zahlen wird an den wenigen Stellen, 
wo sie auftreten, zu Mißverständnissen wohl nicht führen. 
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Es sei auch hier schon als Beispiel eine höchst einfache Klasse von Ringen 
angeführt, von der später zur Illustration der einzelnen Sätze und Gedankengänge 
ausgiebiger Gebrauch gemacht werden soll. m sei eine beliebige natürliche Zahl 
>1; dann betrachte ich die Klassen derjenigen ganzen Zahlen (oder allgemeiner 
rationalen Zahlen mit zu m teilerfremden Nennern in der reduzierten Form), die der 
Reihe nach den Zahlen 0,1,2,...m —1 modulo m kongruent sind, und bezeichne 
auch diese Klassen selbst gleich mit 0,1,...m —1. Wird die Addition, Subtraktion, 
Multiplikation und, soweit möglich, auch die Division dieser Klassen in der gewöhn- 
lichen Weise, nur stets modulo m, ausgeführt, so hat man in dem System dieser 
Klassen einen Ring, der allen Bedingungen &,, bis AR, genügt, den Ring A„ der 
Kongruenzklassen modulo m. Er ist dann und nur dann ein Körper, wenn 
m eine Primzahl ist, in jedem andern Fall aber ein kommutativer Ring, der außer 
der Null noch weitere Nullteiler enthält. -Z. B. sind in AR, alle und nur die Klassen 
Nullteiler, die durch mindestens einen der Primfaktoren 2, 3, 5 von 360 teilbar sind; 
so sind etwa 5 und 72 Nullteiler, weil 5-72= 0 und 720, 5 #0 ist. 

Definition 2: Ist a=b.c, wo a,b,c Elemente eines Ringes R 
bedeuten, so heißt «a durch c teilbar, c ein Teiler von a oder in «a 
enthalten usw.. — Ist allgemeiner a«=b.c-d, so ist ebenfalls a durch ec 
teilbar; denn nach R,, ist: a=b-c-d=b.a,,..d.c. 

Definition 3: Ist sowohl a durch b wie auch b durch a teilbar, 
so heißen a und b unwesentlich verschieden oder äquivalent 
(a b); in jedem andern Fall heißen «a und b wesentlich verschieden. 
Ist insbesondere a durch 5b, aber b nicht durch « teilbar, so heißt b ein 
echter Teiler von a. 

Die so definierte Äquivalenz ist offenbar reflexiv, symmetrisch und 
transitiv. Alle regulären Elemente sind untereinander, also speziell auch 
mit dem Einheitselement äquivalent. 

Z.B. ist in Rage 25 e5 und 71, weil 25 =5-5,5 = 29-25 und 7 = 7-1, 
1=103-7 ist. Dagegen sind 2 und 4 wesentlich verschieden, weil 2 durch 4 nicht 
teilbar ist; da andererseits 4= 2-2 ist, so ist 2 ein echter Teiler von 4. 

Satz 4: Unterscheiden sich a und b nur um reguläre Faktoren, so 


it ab. 
Denn aus &, -a-%,=P,:b-P, folgt: 
a=or!.:B db: 5, db=-PT'-.0.0,: N". 


Die außerordentlich viel tiefer liegende Umkehrung dieses Satzes wird erst 


viel später und nur für eine besondere Klasse von Ringen bewiesen werden 
(Satz 6 des $ 3 auf 8. 167). 


19* 
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Definition 4: Ein Ring heiße endlich oder von der endlichen 
Ordnung m*), wenn die Zahl seiner ungleichen Elemente endlich und zwar 
gleich m ist; enthält er unendlich viele ungleiche Elemente, so heiße er 
unendlich oder von unendlich hoher Ordnung. 

Definition 5: Ein Ring heiße von endlichem Grade n, wenn 
die Zahl seiner wesentlich verschiedenen Elemente endlich und zwar gleich n 
ist; enthält er unendlich viele wesentlich verschiedene Elemente, so heiße 
er von unendlich hohem Grad. 

Während jeder endliche Ring endlichen Grad besitzt, kann natürlich 
ein Ring von endlichem Grad sehr wohl eine abzählbar unendliche oder 
größere Mächtigkeit von Elementen besitzen. Z. B. ist nicht nur jeder 
Ring von Kongruenzklassen für irgendeinen Modul, sondern auch der 
Ring der rationalen g-adischen Zahlen für irgendeine natürliche Zahl g**) 
von endlichem Grad, nämlich vom Grad 2", wenn n die Anzahl der ver- 
schiedenen Primfaktoren von g bezeichnet, ebenso jeder Ring algebraischer 
g-adischer Zahlen; dagegen besitzt die Menge aller ungleichen Elemente dieser 
Ringe die Mächtigkeit des Kontinuums. Jeder Ring unendlich hohen Grades 
enthält (sogar unendlich viele wesentlich verschiedene) Elemente (z. B. die Null), 
welche durch unendlich viele wesentlich verschiedene Nullteiler teilbar sind. 

Zum Schluß dieses Paragraphen soll noch gezeigt werden, daß die 
Bedingungen R,, bis AR, durch die ein Ring definiert wurde, unter- 
einander unabhängig sind. Da alle 10 Bedingungen stets erfüllt sind für 
Körper, in denen ja die Multiplikation kommutativ ist und durch jedes 
von Null verschiedene Element dividiert werden kann, so wird die Unab- 
hängigkeit jeder der Bedingungen R,, bis R,, sowie R,,, von den neun übrigen 
gewährleistet durch die Pseudokörper, welche man zum Nachweis der 
Unabhängigkeit der entsprechenden Körperbedingungen konstruiert hat ***). 
Es ist daher nur mehr die Unabhängigkeit der Bedingung R,, von den 
übrigen zu zeigen. 

Zu diesem Zweck betrachte ich das System aller ‚„Quaternionen“ 





*) Etwas speziellere Ringe endlicher Ordnung sind jüngst von Herrn H. 8. Vandiver 
auf einige Eigenschaften hin untersucht worden: Transact. of the Amer. Math. Soe., 
vol. 13 (1912), p. 293—304. 

**) Über die g-adischen Zahlen vgl. K. Hensel: Zahlentheorie (Berl. u. Leipz. 1913). 

***, Vgl. Diekson, a. a. O., p. 202—204, oder Loewys zitiertes Lehrbuch, S. 52—54. 
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der Form a,+ 2a,tı + 2ag1%, + 2azt,, wobei die a, beliebige Werte eines 
vollständigen Restsystems modulo 8, z. B. der Reihe 0,1,...7, unab- 
hängig voneinander annehmen können. Addition und Multiplikation sind 
stets modulo 8 auszuführen, sonst aber in der gewöhnlichen Weise, wonach 
im besonderen auch jedes Quaternion mit jeder Zahl multiplikativ ver- 
tauschbar ist; für die Produkte der Haupteinheiten :,, %, 2; sind die aus 
nebenstehender Tabelle hervorgehenden Werte 





= I; bs ba 


.l2 |; |2:, 
u=ti,|2i,) 2 4 
a = 1 j | % |24| 2 
der Multiplikation nicht allgemein gelten). . 


einzusetzen, wobei aber zu beachten ist, daß 





Ü5 tg, %, selbst gar nicht Elemente des Systems | Werte 








sind (für sie würde das assoziative Gesetz | von %-v 








Dagegen sei 81, = 81,= 8,=0. Für dieses System sind alle Bedingungen 
außer R,, erfüllt; Nullteiler sind alle und nur die Elemente a, + 2a,t, + 2ag1t, 
+ 2a3t,, für die a, durch 2 teilbar ist, und zu jedem anderen existiert 
das eindeutig bestimmte reziproke Element 

+ 2a, (2450; — 44) + 2a, (2a,a, - ApAg)ig + 2a, (2a, Ag — 43) 1;, 
wo 4a, = 1 (mod. 8). Dagegen ist AR, nicht erfüllt; denn es ist z. B. 
21, 21, = 41,, dagegen 2% - 21, = 0. 


$ 2. Die zerlegbaren Ringe, ihre Primteiler und Primärteiler der Null und 
die multiplikative Zerlegung ihrer Elemente. 

Definition 1: Gegeben sei ein beliebiger Ring X; ein Nullteiler 
aus X, der außer regulären Elementen keinen echten Teiler besitzt, in 
dem also nur ihm äquivalente und reguläre Elemente enthalten sind, heiße 
ein Primteiler der Null oder auch kurz ein Primteiler. 

Beispiel für Rgs: Primteiler von Rz sind alle Klassen, die entweder durch 2, 
aber durch keine höhere Potenz von 2 und weder durch 3 noch durch 5 — oder 
durch 3, aber durch keine höhere Potenz von 3 und weder durch 2 noch durch 5 — 
oder durch eine beliebige Potenz von 5, aber weder durch 2 noch durch 3 teilbar 
sind, also die Klassen 

2. 16, 22. 38, BA, ..;: 8, 21, 88, 88, Bl, ...; 
b, 25, 35, 55, 65, ... . 
Z.B. ist 25 ein Primteiler der Null; denn es ist zwar 25=5-5, aber 5 ist kein 
echter Teiler von 25, weil auch 5= 25-29. Die Primteiler jeder der drei Kategorien 
sind jeweils untereinander äquivalent. 


Satz 1: Ist R ein Ring von endlichem Grad, so enthält jeder Null- 
teler a aus R mindestens einen Primteiler. 
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Denn ist a nicht selbst Primteiler, so enthält « wegen der Defini- 
tion der Primteiler einen echten Teiler a, der nicht regulär ist. Ist «a, 
‘ Primteiler, so ist der Satz für a zutreffend; im anderen Fall muß ebenso 
a, einen echten, nicht regulären Teiler a, enthalten, der nicht nur von «,, 
sondern auch von « wesentlich verschieden ist. Setzt man das Verfahren 
fort, so muß man schließlich, daR nach Voraussetzung nur endlich viele 
wesentlich verschiedene Nullteiler enthält, zu einem in a enthaltenen Prim- 
teiler gelangen, w. z. b. w.*). 

Satz 2: Jeder einem Ringe R angehörige Nullteiler a, der kein 
Primteder ist, aber einen solchen enthält — wie letzteres in Ringen endlichen 
(Grades für alle Nullteder zutrifft —, läßt sich in ein Produkt a= a, -@, 
in R zerlegen, ın dem beide Faktoren a, und a, von a wesentlich ver- 
schieden sind. 

Beweis: p sei ein in « enthaltener Primteiler, so daß etwa ua=a, -p 
ist. Ist a, nicht durch «a teilbar, so ist der Satz bewiesen. Es sei daher 
d4,= 4,0; ferner sei P-p=0, wo P+O (ein solches Element P muß in 
N existieren, weil p ein Nullteiler von R ist). Dann ist sicher P nicht 
teilbar durch a, weil aus P=b-.a folgen würde: 

P=b.a=b.9-'0a:-p=b-.a.P A, Pu,a., (vgl. R, a. S. 144) 
= P.p.Q P,,a.n = 0 gegen die Voraussetzung. 

Nun ist: 

a=a+P-.p=(u+P)-p; 
hier aber ist sicher a, + P von « wesentlich verschieden, weil mit a, + P 
zugleich auch P=a,+P-—.a,-a durch a teilbar wäre; der Satz ist also 
bewiesen. 

Beispiel für Rzgo: a=40, a=80, p=5, a,=2, P=72. Es ist 40 =80-5, 
80=2-40; aus 72-5=0 folgt daher: 40 = (80 +72) -5= 152-5, wo 152 ein echter 
Teiler von 40 ist. 

Es sei nun X von endlichem Grade, a ein Nullteiler aus X, der nicht 


schon selbst ein Primteiler ist, und es sei nach Satz 2 a= a, - a,, wo weder a, 
noch a, äquivalent « ist. Ebenso lassen sich dann a, und a, als Produkte 
eigentlicher Teiler (a, = a;; * 4ig, A4g = Agı ' Ags) darstellen, falls weder a, noch 
a, ein Primteiler ist. Bei jedem folgenden Schritt des in dieser Weise 
weiter fortsetzbaren Verfahrens gelangt man so zu einer Reihe von 





*) Diese Methode reicht zwar zum Beweis von Satz 1 hin, nicht aber wie bei der 
Zerlegung der natürlichen Zahlen in Primfaktoren zum Beweis der Sätze 2 und 3, 
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(nicht notwendig verschiedenen) Nullteilern, deren jeder ein echter Teiler 
eines gewissen Elements der vorhergehenden Reihe ist, falls dieses nicht schon 
ein Primteiler war. Da X nur endlichviele wesentlich verschiedene Null- 
teiler enthält, so muß das Verfahren schließlich zu lauter Primteilern führen. 
Bedenkt man noch, daß vermöge -0= 0, e+0 die Null eines jeden 
Ringes ein Nullteiler ist, in einem (auch nichtkommutativen) Körper aber 
ein Produkt nur zugleich mit einem seiner Faktoren verschwindet, so 
hat man: 

Satz 3: Jeder endliche oder unendliche Ring endlichen Grades ent- 
hält eine positive endliche Anzahl wesentlich verschiedener Primteder der Null; 
dann und nur dann ist die Null selbst ein Primteiler — und zwar dann 
der einzige —, wenn der Ring ein (eventuell nichtkommutativer) Körper 
ist. Jeder Nullteder eines Ringes von endlichem Grade läßt sich auf mindestens 
eine Weise als Produkt endlich vieler Primteder der Null darstellen. 

Beispiel für Rggo: Eine Zerlegung von 60 in Primteiler der Null ist: 
60=2-.30=2-.25-174=2.25:.58-3. 

Offenbar ist in Ringen von Kongruenzklassen diese Zerlegung 
in Primteiler der Null sogar bis auf die Reihenfolge eindeutig, wenn 
man äquivalente Primteiler nicht als verschieden ansieht (dabei ist 
allerdings noch vorauszusetzen, daß überflüssige Faktoren beseitigt sind). 
In dem geführten Beweis ist jedoch nichts hierüber enthalten und eine 
solche wichtige Eigenschaft wird denn auch bei den allgemeinsten Ringen gar 
nicht zu erwarten sein. Daß man in der Tat noch eine besondere Forderung 
zu stellen hat, will man sich auf Ringe beschränken, bei denen die Zer- 
legung einer derartigen Eindeutigkeitsbedingung genügt, das läßt sich 
z. B. mittels des auf S. 148f. (zum Nachweis der Unabhängigkeit der Ring- 
bedingung AR,,) benutzten Systems von „(Quaternionen‘“ erkennen, wenn 
man es nur dahin abändert, daß die Multiplikation kommutativ bleibt. 

Man betrachte also - wieder einen Ring von Elementen der Form 
4, + 2a, + 20%, + 2,1, wo = 0,1,...7 
und sowohl die Addition wie die Multipli- ft: ER. WER. 5 











- R . | 2/9, | 
kation modulo 8 auszuführen ist und kommu- | Werte R $; | 2 u _ 
’ . R j wi 3 | % 
tativ sein soll. Die Produkte der — wieder | von %-v i er i 
2 1 








im Ring selbst nicht vorkommenden — 
Haupteinheiten i,, ?,, %, sind nach der vorstehenden Tabelle zu bilden; 











152 Fraenkel, Teiler der Null und Zerlegung von Ringen. 


es sei wieder 83, = 81,= 8i,= 0. Dann sind 2, 2:,, 2i,,2i, wesentlich ver- 
schiedene Primteiler des Ringes; trotzdem ist z. B. 4i,=2-2:, = 21, -21,, 
d.h. man hat zwei wesentlich verschiedene Zerlegungen von 4:, in Prim- 
teiler. 

Um daher diejenigen Ringe, für deren Elemente eine gewisse, später 
näher zu präzisierende Zindeutigkeit der Zerlegung in Primteiler der Null 
besteht, unter den ganz allgemeinen Ringen hervorzuheben, dient die 
folgende 

Definition 2: Ein Ring X von endlichem oder unendlich hohem 
Grad heiße zerlegbar, wenn er außer den Bedingungen R,, bis R,, auch 
noch die folgende Z) erfüllt: 

Z) Sind a,b,c Elemente aus R und ist a-b durch ce teilbar, so läßt 
sich ce auf mindestens eine Weise als Produkt e=c,:c, derart darstellen, 
daß a durch c, und b durch c, teilbar ist. 

Die Bedingung ist in dieser Weise formuliert, um bei der Defini- 
tion der zerlegbaren Ringe diejenige der Primteiler der Null nicht voraus- 
setzen zu müssen. Das genaue Analogon der Bedingung Z) wird z. B. 
von den gewöhnlichen ganzen rationalen Zahlen erfüllt, nicht aber von 
den ganzen Zahlen jedes beliebigen algebraischen Zahlkörpers, in dem 
eben in der Tat die Zerlegung in Primfaktoren nicht notwendig ein- 
deutig ist. 

Über die Zerlegbarkeit der Ringe endlichen Grades, die in diesem 
Paragraphen bisher ausschließlich betrachtet wurden, gibt das folgende hin- 
reichende Kriterium Aufschluß, das im allgemeinen sehr viel einfacher als 
die Bedingung Z) nachzuprüfen sein wird: 

Satz 4: Lassen sich in einem Ring R von endlichem Grad zu jedem 
gegebenen Paar wesentlich verschiedener Primteiler der Null aus R, p, und p,, 
zwei reguläre Elemente «a, und «a, finden, so daß o,-Pı + ap, regulär 
wird, so ıst R ein zerlegbarer Ring. 

Da (&,-9,,% Ps) wieder ein Paar von Primteilern ist, demgegen- 
über (91,75) in keiner Weise ausgezeichnet ist, so kann man auch kurz 
sagen: Ein Ring ist zerlegbar, wenn die Summe je zweier wesentlich ver- 
schiedener, passend gewählter Primteiler regulär ist. 


Beispiel für den Ring R,o, der Kongruenzklassen modulo 105: Es ist (3, 5, 7) 
ein vollständiges System wesentlich verschiedener Primteiler der Null aus R,,; da 
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z.B. 3+5=8 (regulär), 100 +7=2 (regulär) und 9+49=58 (regulär) ist, wobei 
die Äquivalenzen 9 3, 100 5, 49 7 gelten, so ist R,o (wie jeder solche Ring 
von Kongruenzklassen) zerlegbar. 


Zum Beweis des Satzes 4 dient wesentlich folgender 


Hilfssatz: Ist R ein endlicher Ring, der die Voraussetzung des 
Satzes 4 erfüllt, so ist ein Produkt a-b aus R, dessen einer Faktor a genau 
durch die m-te (m =0,1,2,....), aber durch keine höhere Potenz eines bestimmten 
Primtelers p teilbar ist, während im andern Faktor b überhaupt p nicht 
enthalten ist, selbst nur durch p” und keine höhere Potenz von p teilbar. 

Daß mit diesem Satz zugleich auch Satz 4 bewiesen sein wird, daß 
also die in dem Hilfssatz ausgesprochene Eigenschaft in endlichen Ringen die 
Zerlegbarkeit, aus der sie ja ohne weiteres folgt, auch umgekehrt nach sich 
zieht, leuchtet fast unmittelbar ein; der Gedankengang soll hier nur skizziert 
werden. Das in der Bedingung Z) (5.152) auftretende Element c habe zunächst 
die Eigenschaft, nicht zwei wesentlich verschiedene Primteiler der Null zu 
enthalten; dann ist, wenn c im besonderen regulär ist, die Zerlegbarkeits- 
bedingung sicher erfüllt. Durch vollständige Induktion folgt, wenn man 
die Eigenschaft des Hilfssatzes als bewiesen betrachtet, das nämliche noch 
für den Fall, daß c sich als Produkt äquivalenter Primteiler darstellen läßt; 
man hat hierzu von den Fällen, wo eine der nach Satz 3 möglichen Zer- 
legungen von ce genau n—1 (n=1,2,...) äquivalente Primteiler, keine aber 
mehr enthält, aufzusteigen zu denjenigen Fällen, in denen mindestens eine 
solche Zerlegung genau n äquivalente Primteiler besitzt. Enthält schließlich 
c zwei oder mehr wesentlich verschiedene Primteiler, so benutze man wieder 
eine Zerlegung von c nach Satz 3; auf Grund der vorausgesetzten Eigen- 
schaft des Hilissatzes folgt dann unmittelbar aus dem Erfülltsein der 
Zerlegbarkeitsbedingung für jedes in ce vorkommende Produkt äquivalenter 
Primteiler, daß auch c selbst jene Bedingung befriedigt. 

Dem jetzt zu führenden Beweis des Hilfssatzes sei noch folgende 
Bemerkung vorangeschickt: Das in ihm vorkommende Element b kann 
ersichtlich als so gewählt vorausgesetzt werden, daß für keinen echten 
Teiler d, von b sich a-b, von «»b nur unwesentlich unterscheidet (was 
bei Nullteilern sehr wohl möglich ist; z. B. für Rs: a= 15, b= 35, b, = 7); 
denn in diesem Fall genügt es, von vornherein a-b, zu betrachten, da 
der zu beweisende Satz, wenn er für dieses Produkt zutrifft, für a-b 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. 20 
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a fortiori richtig ist. Ferner sei bemerkt, daß offenbar, falls « ein regu- 
läres Element bedeutet, &-b und b-« nur durch die Teiler von b teilbar 
sind, weil ja von «!.«.b bzw. b-«.- a" das nämliche gilt. 

Der Beweis des: Hilfssatzes selbst ist jetzt durch vollständige 
Induktion zu führen. Der Satz ist nämlich ersichtlich stets richtig für 
alle Produkte ab, die regulär sind, oder zwar einen Nullteiler, aber keinen 
von ihm wesentlich verschiedenen enthalten. Er sei bereits bewiesen für 
alle Produkte «.b, die durch weniger als n wesentlich verschiedene Null- 
teiler teilbar sind. Dann ist zwar sehr wohl denkbar, daß überhaupt 
kein Produkt «.b aus X genau n wesentlich verschiedene Nullteiler ent- 
hält; jedenfalls aber muß es — falls in dem Ring überhaupt n wesent- 
lich verschiedene Nullteiler vorkommen — Produkte a-b mit n oder mehr 
wesentlich verschiedenen nicht regulären Teilern derart geben, daß jedes 
Element aus X, das weniger wesentlich verschiedene Teiler als «.b be- 
sitzt, höchstens na — 1 solche enthält. Angenommen nun, ein Produkt 
a.b von jener letztgenannten Art wäre durch pf'*' teilbar, während in «a 
nur p7, in b der Primteiler p, überhaupt nicht enthalten wäre; dann sei 
?, ein beliebiger in b enthaltener, also von p, wesentlich verschiedener 
Primteiler (für reguläres b wäre ja die Annahme ohne weiteres absurd), 
und es seien «, und «, gemäß der Voraussetzung des Satzes 4 solche 
reguläre Elemente aus R, daB &,-P, + @-p, regulär ist. Ferner sei 
b=b,*9, wo b nicht auch in db, enthalten sei; nach dem beim Beweis 
des Satzes 2 (8. 150) eingeschlagenen Verfahren läßt sich ein solches 
Element b, stets ermitteln. Dann ist 

b+b, 05.0.9 = c= bag" (8 Pr + a Pp)=bag'.n, 
wo n ebenso wie «;' nach Voraussetzung regulär, c also nicht durch p, 
teilbar: ist.. Es wäre aber | 

a.c=a.b+a bg +2, Ma bergen 
durch pf*' teilbar, falls @- b es wäre; denn a ist ja durch 9%’ teilbar, also wäre in 
jedem der beiden Summanden p7'*" enthalten. Andererseits ist a nach Voraus- 
setzung nur durch pf', c nach dem letzten Resultat überhaupt nicht durch 
?, teilbar, und da a»-c weniger wesentlich verschiedene Teiler enthält als 
a.b (weil nämlich alle Teiler von «»b, in a-b, nicht aber z. B.a-b ina:b, 
enthalten ist); so war für a.c der zu beweisende Satz schon als gültig’ ange- 
nommen. Der hiermit erzielte Widerspruch erweist den Satz 4 als richtig. 
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Da für einen Ring von endlichem Grad, der nur zwei wesentlich 
verschiedene Primteiler p, und 9, enthält*), sicher 9, +7p,=n regulär ist, 
so folgt als Korollar des letzten Satzes: 

Satz 5: Ein Ring endlichen Grades, der nur zwei wesentlich ver- 
schiedene Primteier enthält, ıst stets zerlegbar. 


Bisher sind in diesem Paragraphen ausschließlich Ringe von end- 
lichem Grade betrachtet und für sie die Existenz der Primteiler der Null 
und einige Eigenschaften derselben bewiesen worden. Offenbar sind die 
hierbei, besonders beim Existenzbeweis, benutzten Methoden auf Ringe 
unendlich hohen Grades nicht ausdehnbar; daß aber in Ringen der letzteren 
Art wirklich Primteiler der Null überhaupt nicht notwendig existieren, zeigt 
das folgende Beispiel: | 

Jedes Element A des zu betrachtenden Ringes R sei ein Kom- 
plex von abzählbar unendlich vielen, in wohlgeordneter Reihe auftretenden 
reellen Zahlen a,: A= (a,, az, Q,,...); die Zahlen a, können dabei beliebig 
gewählt werden, nur soll ihre Folge für jedes Element A periodisch sein, 
d.h. es soll zu A eine natürliche Zahl m (und also eine eindeutig be- 
stimmte kleinste solche Zahl, die Periodenlänge) existieren derart, daß 

A= (G,, Gy v., Gy Grs Op 20 Ay Ays oe.) 

ist. Addition und. Multiplikation seien definiert durch 

(@,, Gy, ...)+ (bi, d2, ...)= (a, + b,, dy + ER 

(Gy Gy :++) * (du, du...) (a, ? 5,0. du...) 
wobei + und - die Zeichen für die gewöhnliche Addition und - Multipli- 
kation der reellen Zahlen sind. Die Summe, die Differenz und das Pro- 
dukt zweier Elemente mit den Periodenlängen m und n sind ersichtlich 
wieder Elemente aus X, deren Periodenlängen das kleinste gemeinsame 
Vielfache von m und n oder Teiler desselben: sein werden. Alle Be- 
dingungen R,, bis R,, und auch die Zerlegbarkeitsbedingung. Z) sind: er- 
füllt; Nullelement ist (0,.0,0,...), Einheitselement (1;1,1,...). Nullteiler 
sind alle und nur die Elemente, in deren Periode wenigstens eine Null 
vorkommt; denn es ist z. B. 





*) Ein Ring mit nur zwei Primteilern kann sehr wohl auch unendlich hohen 
Grad besitzen, da möglicherweise alle Potenzen eines Primteilers untereinander wesent- 
lich verschieden sind (vgl. S. 157 ff.). 


20* 
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k—ı ‚Glieder m—k Glieder 


(Q1 5 22. Ay OÖ, Ayyss ee Amp Ay ee) * (0,0, 22. 0,1, 0,...0,0,...)= (0, 0,0,...). 


Periode 


Trotzdem enthält dieser Ring keinen Primteiler der Null; denn ist 
A= (a,,... Ay; 4, ...) ein ganz beliebiger Nullteiler, so ist 


m Glieder m Glieder 














Fo 


A= la, ik a re ui, 


ln + 








Periode Periode 
und hier ist sowohl der erste wie auch der zweite Faktor wesentlich ver- 
schieden von A, d.h. A ist gewiß kein Primteiler. 

Um daher auch bei Ringen unendlich hohen Grades das Vorhanden- 
sein von Primteilern der Null benutzen zu können, auf das sich alles 
Nachfolgende wesentlich stützen wird, und um zugleich die hier not- 
wendigen unendlichen Prozesse vorwegzunehmen, setze ich für die weiter 
zu betrachtenden zerlegbaren Ringe unendlich hohen Grades, aber auch nur 
für diese, noch das Erfülltsein der folgenden Bedingung voraus: | 

Z,, In einem zerlegbaren Ring unendlich hohen Grades gibt es zu 
jedem vorgegebenen Nullteiler einen in ihm enthaltenen Primteier der Null p, 
und für jeden solchen Primteiler läßt sich die Null darstellen in der Form 
O=P.P, wo P durch den Primteier p nicht teilbar, P aber umgekehrt nur 
durch p und keinen von p wesentlich verschiedenen Primteiler teilbar ist. 


In einem solchen Ring ist dann möglicherweise ein Element darstell- 
bar als Produkt einer Menge von Primteilern der Null, welche eine beliebig 
hohe transfinite Mächtigkeit besitzen kann; zur Veranschaulichung wird 
ein Beispiel eines derartigen Ringes am Schluß dieses Paragraphen gegeben 
werden. 

Von nun an sollen in dieser Arbeit ausschließlich zer- 
legbare Ringe, die also den Bedingungen A, bis R,, a. 8. 1431. 
und Z) a. 8. 152 genügen, betrachtet werden; unter „Ring“ 
schlechthin ist stets ein zerlegbarer zu verstehen, und zwar 
im Fall unendlich hohen Grades stets ein solcher zerlegbarer 
Ring, der auch noch der Bedingung Z,, genügt. 


p sei ein beliebiger Primteiler der Null im Ring ®. Besitzt 
endlichen Grad, so können unter den Potenzen 9, 9°, p°,..., die sämtlich 
Nullteiler sind, nicht unendlich viele wesentlich verschiedene sein; aber 
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auch bei Ringen unendlich hohen Grades kann und wird es häufig vor- 
kommen, daß zwei dieser Potenzen einander äquivalent sind. Es sei p" 
die niedrigste Potenz, die sich von einer früheren, etwa p” (m <n), nur 


1 


unwesentlich unterscheide; da p""" wegen m <{n sicher durch p” teilbar 


! so ist auch 


ist, so ist dann Pe p"",d.h..m=n—1. Ist 2"=a-p" 
prtm a. pet (m 1,2,...), so daß folgt: 

Satz 6: Sind — was insbesondere bei Ringen endlichen Grades stets 
der Fall ist — die Potenzen.p, p*,... eines beliebigen Primteilers p im 
Ringe R nicht sämtlich untereinander wesentlich verschieden, so gibt es eine 
natürliche Zahl m derart, daß die Potenzen p,p*,...p” alle untereinander 
wesentlich verschieden, alle folgenden Potenzen p”*', p”*?, ... aber sämtlich zuein- 
ander und zu pP" äquivalent sind. Dies möge bezeichnet werden durch die 
Ausdrucksweise: Der Primteiler p steigt bis zum Exponenten m. 

Es ist nun vor allem zu zeigen, daß es auch zerlegbare Ringe, 
also Ringe, die nicht nur die Bedingung Z), sondern auch Z,, erfüllen, 
von solcher Art gibt, daß sie Primteiler der Null p enthalten, für die 
alle Potenzen 9, p?, p?,... untereinander wesentlich verschieden sind; ein 
solcher Ring ist dann sicher auch von unendlich hohem Grad. Auf Ringe 
dieser Art ist man meines Wissens bisher noch nirgends geführt worden; 
ihre Existenz ist aber auch aus folgender Erwägung heraus merkwürdig: 
Ist p ein Primteiler der Null, dessen Potenzen sämtlich untereinander 
wesentlich verschieden sind, und P ein nach Z,, existierender Nullteiler 
von der Art, daß P. P=-O ist, wo P, aber nicht P durch den Primteiler p 
teilbar ist, so kann man wiederum nach der beim Beweis des Satzes 2 
auf S. 150 eingeschlagenen Methode eine Zerlegung P=».P’ finden, für 
die P und P’ wesentlich verschieden sind; da hier offenbar P’ durch 
jede Potenz p” von p teilbar ist, liegt es nahe, nach Analogie mengen- 
theoretischer Sätze zu erwarten, daß P’ auch durch p- P’=P teilbar sein 
müsse, womit die Nichtexistenz derartiger Ringe erwiesen wäre. Der 
innere Grund des Unterschieds liegt darin, daß das Analogon zum Axiom 
der Vereinigungsmenge der Mengenlehre, das die Existenz eines kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen gegebener Nullteiler sichern würde, hier nicht existiert. 

Um nun einen Ring von der gewünschten Eigenschaft zu bilden 
und anschaulich zu machen, gehe ich von einem geometrischen Bild aus. 
Man denke sich den Punkten einer Strecke von der Länge 2 die Werte 
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von —1 bis +1 als Abszissen zugeordnet und markiere unter ihnen be- 
sonders die Punkte mit den Abszissen 1, +4, +4,... + ar, ...; ferner 
bezeichne man den Punkt von der Abszisse —1 mit E oder p’, den Punkt 


— 1 mit p, den Punkt —1 mit er; ... den Punkt — n g p’, anderer- 


seits den Punkt + 1 mit N oder 1 den Punkt +4 wi —, den Punkt 


+ 4 mit 4 ... den Punkt + Rn mit 2 Schließlich EL man zwischen 


diesen Punkten oder Symbolen eine Multiplikation durch die Festsetzungen 
ER N N N N 








zu ?’=p. pi =N für u<v. 
Diese Formeln besagen, es solle, je nachdem der Multiplikator von 


der Form p” oder von der Form & ist, vom Multiplikanden aus um v 


v 


oder um unendlich viele Punkte nach der positiven Richtung fortgeschritten 
werden, mit der Maßgabe, daß die Multiplikation kommutativ ist und der 
Punkt N nicht überschritten werden darf. 

Man betrachte nun E als das universale Einheitselement und N 
als das Nullelement eines Ringes %, in dem alle natürlichen Multipla 


von E untereinander een und regulär seien, und der alle Symbole 
a-P,+0%:P;, +++ am Pm 
Po + Pı° Qt Pf: Q.+ "+ Pn' On 


co, und f, beliebige rationale Multipla von E mit der einzigen Beschränkung 





der Form als Elemente enthalte, wobei die 


Po+ N, die P,und Q; aber beliebige Elemente der Doppelreihe E,p,p°,p°,... N, - 


n - ‚... seien. Gleichheit, Addition und Multiplikation mögen formal ganz 
wie bei rationalen Funktionen erklärt werden, nur daß Produkte der P; und 9, 
nach den vorher gegebenen Regeln zu bilden sind. Dann sind offenbar alle Be- 
dingungen R,, bis R,,, Z) und Z,, erfüllt; Nullteiler sind alle und nur die Ele- 
mente, in deren ‚Zähler‘ (nach Zusammenfassung gleichartiger Glieder) alle P; 
von E verschieden sind, Primteiler der Null insbesondere die zu p äquivalenten 
Elemente, und da der Ring also nicht zwei wesentlich verschiedene Primteiler 
enthält, wird Z,, durch P=N, P_E erfüllt. In diesem Ring sind alle Po- 


tenzen von p untereinander wesentlich verschieden und hat z. B. jeder 


Nullteiler der Form > (v >0) die Eigenschaft, zwar durch alle Potenzen 
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p,P°,P°,... des Primteilers p teilbar zu sein, aber sich wesentlich zu ändern 
bei der Multiplikation mit 7. 

Um daher die Untersuchung im folgenden ganz allgemein führen 
zu können, will ich auch für einen Ring, in dem alle Potenzen p,9°,... 
untereinander wesentlich verschieden sind, eine Bezeichnung analog der 
im anderen Fall verwendeten einführen. Es sei nämlich in einem solchen 
Ring, der natürlich stets von unendlich hohem Grad ist, O=P.P eine 
Zerlegung der Null im Sinn von Z,, bei welcher P den Primteiler p ent- 
hält. Dann ist auch P.p in O und daher, weil P durch p nicht teilbar 
ist, ın P enthalten, d.h. es ist P=P.p=P.p®= ...; P spielt offen- 
bar für den Primteiler p genau die nämliche Rolle wie vorher 9”. Ich 
will daher auch in diesem Fall, wo alle Potenzen von p unter- 
einander wesentlich verschieden sind, den gemäß Z,, bis auf 
äquivalente Elemente eindeutig bestimmten, allein durch den 
Primteiler p teilbaren Nullteiler P als eine symbolische 
Potenz 9” schreiben und m den Exponenten nennen, bis zu 
dem p steigt; m ist aber in diesem Fall lediglich als ein Symbol zu 
betrachten, das nur durch die Festsetzung p"= P definiert ist (und das 
man etwa, wenn man will, identifizieren kann mit der Ordinalzahl der 
Menge: aller wesentlich verschiedenen Teiler von P, falls diese so ange- 
ordnet ist, daß jedes folgende Element in ihr durch jedes voraufgehende 
teilbar ist; also im Fall des letzten Beispiels m= w + *w). 


In den beiden Fällen eines endlichen und eines symbolischen m 
nenne ich den bis auf äquivalente Elemente eindeutig bestimmten Null- 
teiler P=p" einen zum Primteiler p gehörigen primären Teiler 
der Null oder kurz Primärteiler. Steigt ein Primteiler nur bis zum 
Exponenten 1, so ist er zugleich Primärteiler. Dann und nur dann ist 
die Null selbst Primärteiler (und zwar dann der einzige), wenn der Ring 
nicht zwei wesentlich verschiedene Primteiler enthält. Die Primärteiler 
können auch charakterisiert werden als Nullteiler, die nur einen einzigen 
‚Primteiler enthalten und sich nur unwesentlich ändern, wenn man sie mit 
beliebigen ihrer Teiler multipliziert. 

| Beispiel für Rz: Der Primteiler 2 steigt in R,. bis zum Exponenten 3, der 


Primteiler 3 bis zum Exponenten 2, der Primteiler 5 bis zum Exponenten 1; z.B. 
sind 2, 4, 8 wesentlich verschieden, aber es ist 8 16 wegen 16 =2-8, 8=23- 16. 
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Die Primärteiler von Rz; sind: 8, 16, 32, 56, 64, 88, ...; 9, 27, 63, 81, 99, ...; 
5, 25, 35, 55, 65, ..., und zwar gehören diejenigen der ersten Reihe zum Prim- 
teiler 2, die der zweiten zu 3, die der dritten zu 5 und die’ Primärteiler jeder Reihe 
sind untereinander äquivalent. — Dagegen steigen z. B. in Ringen g-adischer Zahlen 
alle Primteiler bis zum Exponenten 1. 


Offenbar gilt: 

Satz 7: Ein Ring, dessen sämtliche Primteiler nur bis zu endlichen 
Exponenten steigen, ıst dann und nur dann von unendlich hohem Grad, 
wenn er umendlich viele wesentlich verschiedene Primteiler enthält. | 

Nunmehr sind alle Materialien zum Beweis des Fundamentalsatzes 
über die eindeutige Zerlegung vollständig entwickelt: 

Satz 8: In einem (zerlegbaren) Ring ist die Zerlegung eines be- 
liebigen Nullteilers, insbesondere also der Null selbst, in Primteiler der Null 
bis auf reguläre Faktoren eindeutig, wenn man äquivalente Nullteiler nicht 
als verschieden betrachtet. 

Was zunächst den Sinn dieses Satzes betrifft, auf den etwas näher 
einzugehen erforderlich ist, so ist er für Ringe endlichen Grades klar, ebenso 
auch in Ringen von unendlich hohem Grad in bezug auf diejenigen Prim- 
teiler, die in dem zu untersuchenden Nullteiler nur in einer bestimmten 
endlichen Potenz enthalten sind; nur das eine ist — bei allen Ringen 
endlichen Grades wie auch in Ringen unendlich hohen Grades bei solchen 
Primteilern 9, die nur bis zu endlichen Exponenten steigen — zu beächten, 
daß in irgend zwei Zerlegungen des zu untersuchenden Nullteilers die 
Anzahlen « und /, in denen ein Primteiler p einschließlich der ihm äqui- 
valenten beiderseits vorkommt, natürlich nur dann übereinzustimmen 
brauchen, wenn « oder f kleiner ist als der Exponent m, bis zu dem 
der Primteiler p steigt; denn ist «> m und $>m, so ist ja nach der 
Definition von m stes pp”. (Z. B. ist so in Ayo: 32 = 2° = 23 . 2°.) 
Bei Ringen unendlich hohen Grades aber, wo eine nicht allgemein als 
definiert vorauszusetzende Zerlegung in unendlich viele Faktoren in Frage 
kommen kann, ist die Behauptung des Satzes diese: Sind irgend zwei 
Zerlegungen eines Nullteilers A in je endlich viele Faktoren gegeben, und. 
ist ein Primteiler 2 in einem Faktor der einen Zerlegung enthalten, so 
ist auch mindestens ein Faktor der andern durch 9 teilbar; sind insbe- 
sondere die in den Zerlegungen von A enthaltenen zu p äquivalenten 


Elemente zu je einem, P bzw. P’, zusammengefaßt, so daß A=P .P- P'.P' 
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ist, wobei P und P’ nicht durch ?, Pund P’ aber nur durch p und keinen 
davon wesentlich verschiedenen Primteiler teilbar sind, so ist stets P= P”. 
Der Beweis des Satzes ist nunmehr ganz trivial. Es seien nämlich 
nee aa 
irgend zwei Zerlegungen von A in endlichviele Faktoren, und auf der 
linken Seite sei der Primteiler p in einem der a, enthalten. Da ein Prim- 
teiler nur Nullteiler enthält, die ihm selbst äquivalent sind, so folgt aus 
der Zerlegbarkeitsbedingung Z) durch sukzessive Anwendung, daß, falls 
keiner der Faktoren 5b, den Primteiler p enthielte, auch A nicht durch p 
teilbar wäre; da dies der Voraussetzung widerspricht, ist der erste Teil 
des Satzes bewiesen. Ferner seien jetzt wie zu Ende des vorigen Ab- 
satzes P und P’ die beiderseits aus allen und nur den zu p äquivalenten 
Nullteilern zusammengesetzten Elemente, so daß A=P.P=P’.P’ ist; 
steigt p nur bis zu einem endlichen Exponenten oder ist p nur in end- 
licher Potenz in A enthalten, so läßt sich die Zerlegung von A durch 
Umstellung der Faktoren nach Satz 3 des $ 1 auf S. 145 offenbar immer 
auf diese Form bringen. Dann ist P in P’.P’ und also, da P’ den 
Primteiler p nicht enthält, nach Z) in P’ enthalten, ebenso aber auch 
umgekehrt P’ ın P, d.h. es ist P= P', w. z. b. w.. 

Zum Abschluß dieses Paragraphen soll als Beispiel ein Ring R 
angegeben werden, für den die Menge aller wesentlich verschiedenen Prim- 
telder der Null nicht nur unendlich, sondern sogar von der Mächtigkeit des 
Kontinuums vst. Die Elemente von X seien Einheitsstrecken einschließlich 
ihrer Enden, deren Punkte einander umkehrbar eindeutig und (etwa in 
der Richtung von links nach rechts) ähnlich zugeordnet seien. Von 
der durch jede Einheitsstrecke gebildeten Punktmenge sei eine völlig 
willkürliche Teilmenge von Punkten besonders markiert, etwa durch Be- 
zeichnung der Punkte mit je einer 0; zur Unterscheidung werde allen 
Punkten jeder Einheitsstrecke, die nicht in dieser Weise markiert sind, 
eine 1 beigeschrieben, und der Kürze wegen schlechthin von Punkten 0 
und Punkten 1 gesprochen. Der Ring X werde nun gebildet von allen 
Einheitsstrecken mit allen möglichen verschiedenen solchen Markierungen, 
er entsteht also durch Belegung einer kontinuierlichen Menge mit den 
Symbolen 0, 1; unter den Elementen von X befindet sich demnach auch 


die Strecke N, deren Punkte sämtlich mit 0 markiert sind, und die 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 3. > 
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Strecke E, die lauter Punkte 1 enthält. Die Summe, die Differenz und 
das Produkt zweier Strecken sollen dadurch entstehen, daß je zwei 
einander in der eingangs erwähnten Art zugeordnete Punkte auf die 
sogleich zu definierende Weise addiert, subtrahiert und multipliziert werden 
und als Summe, Differenz und Produkt die durch die entstehenden Mar- 
kierungen gekennzeichneten Strecken betrachtet werden. Für einander 
entsprechende Punkte gelten Öperationsregeln wie in der gewöhnlichen 
Arithmetik, nur daß die Addition modulo 2 genommen wird, also: 
1+1=- 040-0, 1 H0=-0 +1=1; 
l-l1=151:-0=-0:1=0:.0=0. 

Hiernach ist N das Nullelement, E das Einheitselement von R® und für 
jede Strecke A ist stets A=— 4A. Nullteiler sind alle und nur die 
Strecken, die wenigstens einen Punkt O0 enthalten; denn ist für eine solche 
Strecke A M die Menge aller Punkte 0, so steht jede Strecke B, bei der 
mindestens die Komplementärmenge von M ausschließlich aus Punkten 0 
besteht, zu A in der Beziehung A-B= N. Primteiler der Null sind alle 
und nur die Strecken, die genau einen Punkt O enthalten; sie sind gleich- 
zeitig die Primärteiler des Ringes, da offenbar jeder Primteiler hier nur 
bis zum Exponenten 1 steigt. Jede Strecke von R ist ersichtlich ein- 
deutig als Produkt von endlich oder auch — wenn man in einleuchtender 
Weise die hier vorkommenden harmlosen unendlichen Produkte zuläßt — 
unendlich vielen solchen Primteilern darstellbar. 


S 3. Die normierten Primärteiler und die normalen Primteiler. 


Unter allen zu einem Primteiler » oder zu einem Primärteiler ? 
eines Ringes äquivalenten Elementen war in der bisherigen Betrachtung 
keines vor einem anderen ausgezeichnet; diese Gleichberechtigung soll jetzt 
zerstört und damit die Struktur eines Ringes noch anschaulicher über- 
sehbar gemacht werden. 

Zunächst sei P’ ein zum Primteiler p gehöriger Primärteiler und 
P'.P'=0, wo P’ durch p nicht teilbar sei. Nach einer auf $. 159 unten 
gemachten Bemerkung ist dann P’. P’ ein zu P’ äquivalenter Primärteiler, 
der vermöge 


P.P'=P’.P'+P'.P’=P'.(P’+P') 
sich in der Form P’. P’=P’.« darstellt, wo «= P’+ P’ regulär ist; denn « 
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kann weder durch p (wegen P’= «—P’) noch durch einen von p wesent- 
lich verschiedenen, also in P’ enthaltenen Primteiler (wegen P’=«— P') 
teilbar sein. Setzt man P.o"=P, so folgt P. P= P’.e=P’; ich will 
zeigen, daß der zu P’ äquivalente Primärteiler P durch besondere, von 
der Wahl von P’ unabhängige Eigenschaften ausgezeichnet ist. 

P"=a.P’'.b sei ein beliebiges zu P’ äquivalentes Element; dann 
läßt sich mittels Anwendung von R, und eventuell des oben benutzten 
Verfahrens der Addition von O=P’.P’ offenbar P’”’ auf jede der Formen 
P’'.ß oder y-P’ bringen, wo $ und y regulär sind. Zunächst folgt dann, 
wenn P wieder das im vorigen Absatz definierte Element bedeutet, 
y-P’.P=y.P', also P”.P=P’”, d.h. P spielt in bezug auf die zu P’ 
äquivalenten Elemente die Rolle eines rechtshändigen Einheitselements; 
ferner ist 

P'.B-B".a.-P=P ode P".(P".a".-P)=P, 
d.h. der zu P’ äquivalente Primärteiler %—".«”'.P ist zu P” reziprok 
in bezug auf P als Einheitselement. Da auch das Produkt zweier zu P’ 
äquivalenter Primärteiler wieder ein solcher ist, so bilden alle diese äqui- 
valenten Elemente nach der Definition auf S. 142 in bezug auf die 
Multiplikation eine Gruppe. Ist ferner A ein beliebiges durch P teilbares 
Element: A=a-P, so ist offenbar auch A-P= A. Setzt man noch fest: 

Definition 1: Jedes Ringelement a, das der Beziehung a-a=a 
genügt, soll als normiert bezeichnet werden, so hat man: 

Satz 1: Alle zu irgendeinem primären Nullteiler äquivalenten Ele- 
mente bilden in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe, es gibt also unter 
ihnen wnsbesondere ein einziges normiertes Element P, den zum Prim- 
teiler p gehörigen normierten Primärteler, der das neutrale Element der 
Gruppe ist. Jeder normierte Primärteiler ist allgemeiner auch ein Einheits- 
element für alle durch ihn teilbaren Elemente. Sind A, B,C irgend drei 
zu P äquivalente Primärteler, so folgt aus A-B=4A.( stets B=( und 
die Gleichungen A-X=B bzw. Y- A=B haben je eine einzige Lösung X 
bzw. Y unter den zu P äquiwwvalenten Elementen. 

Die letzten Behauptungen dieses Satzes folgen einfach aus der 
Gruppeneigenschaft; ist . BB A=P.«, B=P.ß, so ist X=a’!.P.P 
die zu P äquivalente Lösung der Gleichung A-X=B, welche natürlich 
auch noch andere, aber von P wesentlich verschiedene Lösungen besitzt. 

21* 
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Beispiel für Ryso: Die normierten Primärteiler sind hier die folgenden: 
136, 81, 145. 
Mittels der letzten Ergebnisse ist es leicht, den folgenden Satz abzu- 


leiten, der eine teilweise Umkehrung des Satzes 4 von $ 2 auf $. 152 
darstellt: 

Satz 2: Notwendige Bedingung für die Zerlegbarkeit eines kommu- 
tativen Ringes R ist, daß die Summe irgend zweier wesentlich verschiedener 
normierter Primärteder der Null stets ein reguläres Element darstellt; nur 
dann braucht diese Bedingung nicht erfüllt zu sein, wenn das Element &e+ e 
aus R eın Nulltedler ist. 

Zam Verständnis dieses Satzes ist zu bemerken, daß bei der Defi- 
nition und dem Existenzbeweis der Primärteiler in Ringen endlichen Grades 
die Zerlegbarkeit nicht benutzt worden ist; bei Ringen unendlich hohen 
Grades ist natürlich die Bedingung Z,, als erfüllt vorauszusetzen, da 


mittels ihrer die Primärteiler erst definiert wurden. 

Beispiel für den Ring der Kongruenzklassen modulo 315: Hier sind 36, 190, 91 
die normierten Primärteiler und es ist: 

36 + 190 = 226 (regulär), 36 + 91 = 127 (regulär), 91 + 190 = 281 (regulär). 

Beweis: X sei ein zerlegbarer Ring, in dem die Multiplikation 
kommutativ und das Element e+e= 2: regulär sei. Zunächst kann dann 
die Summe zweier verschiedener normierter Primärteiler P= p" und Q = 4” 
weder p noch g enthalten. Enthält R überhaupt nur zwei wesentlich ver- 
schiedene Primteiler, so ist daher der Satz richtig. Im anderen Fall ist: 

ET FTEFE FREE TFIENT) 
oder, da p” und g* normiert sind: 
(P"+g") (Pr g"—e)= 28 Pd". 
Enthielte nun 9” -+ g” einen von p und g wesentlich verschiedenen Prim- 
teiler, so müßte dieser auch in 28.9". g" enthalten sein, was ausge- 
schlossen ist, da R zerlegbar und 2: regulär sein sollte; Satz 2 ist also 
als richtig erwiesen. 

Daß aber die für den Fall, wo 2: ein Nullteiler ist, ausgesprochene 
Ausnahme nicht etwa auf der Besonderheit des Beweisverfahrens beruht, 
vielmehr in der Art der Bedingung notwendig gelegen ist, zeigt z. B. jeder 
Ring von Kongruenzklassen für eine beliebige natürliche gerade Zahl g als 
Modul, die nur außer 2 noch mindestens zwei weitere gewöhnliche Primzahlen 
enthält. Offenbar gehört nämlich zu jeder in g enthaltenen Primzahl eine Serie 
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äquivalenter Primteiler der Null und umgekehrt; 2 und die äquivalenten 
Klassen bilden eine solche, zum Faktor 2 gehörige Serie, während alle 
anderen Primteiler wie auch ihre zugehörigen Primärteiler ungerade sind. 
Der Ring ist kommutativ und zerlegbar; trotzdem ist offenbar die Summe 
aus irgend zwei beliebigen (insbesondere also auch normierten) Primär- 
teilern, die zu verschiedenen ungeraden Primfaktoren von g gehören, stets 
durch den Primteiler 2 teilbar. Z. B. sind 81 und 145 die zu 3 und 5 
gehörigen normierten Primärteiler von R,,, und es ist 81+145—=226 äqui- 
valent dem Primteiler 2. 

Ist ein Primteiler der Null in einem Ring X zugleich Primärteiler, 
so kann man ihn nach dem vorher angegebenen Verfahren normieren und 
dann von einem normierten Primteiler sprechen. Vergleicht man alsdann 
den Satz 4 des $2 auf 8. 152 und den hier soeben bewiesenen Satz, so 
ergibt sich: 

Satz 3: Ein kommutativer Ring von endlichem Grad, dessen Prim- 
teiler sämtlich nur bis zum Ezxponenten 1 steigen und in dem s+e ein 
reguläres Element ıst, ıst dann und nur dann zerlegbar, wenn die Summe 
irgend zweier verschiedener normierter Primteiler stets regulär ist. 

Solche Ringe sind z. B. jeder Ring von Kongruenzklassen für eine 
beliebige ungerade, kein Quadrat enthaltende zusammengesetzte Zahl als 
Modul oder jeder Ring rationaler g-adischer Zahlen, wobei g eine beliebige, 
wenigstens zwei verschiedene Primzahlen enthaltende natürliche Zahl bedeutet, 


Nachdem jetzt in jeder Serie äquivalenter Primärteier ein beson- 
derer ausgezeichnet worden ist, soll Ähnliches für äquivalente Primteiler 
angestrebt werden; hierbei muß offenbar ein anderer Weg eingeschlagen 
werden, da ein Primteiler, der nicht schon selbst Primärteiler ist, durch 
Multiplikation mit sich selbst oder einem äquivalenten Primteiler in ein 
wesentlich verschiedenes Element übergeht, also gewiß nicht normiert sein 
kann. Ich beginne mit der 

Definition 2: Ist P’ ein beliebiger Primärteiler aus X, so heißt 
ein Element A aus X normal in bezug auf P’ oder kurz normal, 
wenn es die Beziehung P’- A=P’ erfüllt, also für P’ ein rechtshändiges 
Einheitselement darstellt. Es gilt: 

Satz 4: Alle in bezug auf den Primärteier P’ normalen Ringele- 
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mente sind Teiler von P’ und die Produkte irgendwelcher unter ihnen sind 
wieder normal in bezug auf P’. Zu jedem normalen Element aus R, das 
kein Primärtgiler ist, gibt es — außer eventuell in dem Fall, daß 28 ein 
Nullteiler in R ist — mindestens ein weiteres ihm äquivalentes, das gleich- 
falls normal ist, und, wenn die natürlichen Vielfachen des Einheitselements 
von :R sämtlich regulär sind, sogar wunendlichviele verschiedene äquivalente 
normale Elemente. 

Die ersten Behauptungen folgen unmittelbar aus der Definition der 
normalen Elemente. Was den zweiten Teil des Satzes betrifft, der übrigens hier 
weiterhin nicht mehr benutzt wird, und dessen Beweis daher nur skizziert werde, 
so sei P.P=0, wo P den Primteiler p, zu dem der Primärteiler P ge- 
hört, nicht mehr enthalte; ist dann P-A=P, so ist auch P-B=P, wo 
B=A-(e+P), und hier ist erstens, wenn A keinen Primärteiler darstellt, 
A-P nicht durch P teilbar und also B+ A, zweitens kann P als so ge- 
wählt vorausgesetzt werden, daß unter der Annahme der Regularität 
von 2: nach Analogie der beim Beweis des Satzes 2 benutzten Methode 
das Element e+ P leicht als regulär, also A und Bals äquivalent zu erweisen 
sind. Sind schließlich alle natürlichen Vielfachen von & regulär, so sind 
auch alle Elemente der Form A-(e+mP), wo P wie vorhin gewählt ist 
und m jede beliebige natürliche Zahl darstellt, normal, untereinander ver- 
schieden und zu A äquivalent, w. z. b. w.. 

Sind hiernach die normalen Elemente, deren Existenz übrigens erst 
noch nachzuweisen sein wird, auch allerdings nicht wie die normierten 
durch eindeutige Bestimmtheit unter allen äquivalenten Elementen ausge- 
zeichnet, so hat man in ihnen doch, wie durch Umkehrung der letzten Betrach- 
tungen oder auch an Hand von Beispielen (vgl. nächste Seite) zu erkennen ist, 
sehr spezielle Vertreter je einer Klasse äquivalenter Nullteiler, und ihre Eigen- 
schaften können, wie jetzt zu zeigen ist, zur Charakterisierung besonderer 
Primteilee mit Vorteil benutzt werden. Dabei sei noch im voraus be- 
merkt, daß in Ringen, deren Primteiler sämtlich äquivalent sind, die Null 
der einzige Primärteiler ist, also alle Elemente normal sind und somit die 
Betrachtung jede Bedeutung verliert. 

Es sei jetzt ?’ ein beliebiger Primteiler aus X, P ein zu p’ ge- 
höriger Primärteiler und P.P=0, wo P durch p’ nicht teilbar sei. Dann ist 

P.p=P.(pP+P)=P.e, 
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wo «a regulär ist; setzt man also p’-«!=p, so ist P-p=P, d.h. p ist 
normal in bezug auf ?. Wie beim Beweis des Satzes 1 (S. 163) erkennt 
man, daß p auch normal ist in bezug auf die zu P äquivalenten Primär- 
teiler, ferner kann man, genau wie dies für Primteiler soeben geschah, aus 
jedem Teiler von P einen äquivalenten normalen bilden. Da schließlich 
nach Satz 4 zugleich mit p auch 9°, p°, p*,... normal sind, so hat man: 

Satz 5: Ist p’ ein beliebiger Primteler, P ein zu p’ gehöriger 
Primärteiler eines Rınges R, so gibt es unter den zu p’ äquivalenten Elementen 
mindestens eınen normalen Primteder p, der für alle zu ihm gehörigen Primär- 
teiler und allgemeiner für alle durch letztere teilbaren Ringelemente ein rechts- 
händiges Einheitselement darstellt. Allgemein gibt es in jeder Klasse aller 
zu einem gegebenen Teiler von P äquiwvalenten Elemente je mindestens ein 
normales Element von den nämlichen Eigenschaften, und zwar sind e, p, p*, p*, ... 
solche Elemente ın den durch sie gekennzeichneten Klassen. Normale Primär- 
teiler und normierte Primärteiler sind identische Begriffe; steigt insbesondere 
der Primteler p’ nur bis zum endlichen Exponenten m, so ist der zu ihm 
gehörige normierte Primärteiler genau die m-te Potenz jedes in bezug auf 
ihn normalen Primtelers p. 


Beispiel für Age: Die normalen Primteiler von R,;, sind (vgl. dagegen die Auf- 
zählung aller Primteiler a. S. 149): 46, 226: 201, 321: 145. Dabei ist 462262, 
2013213, während 1455 und als normierter Primärteiler eindeutig bestimmt 
ist. Ferner ist z. B. 46°? = 316 wieder normal, während 46? = 136 = 46! = ..- der zu 
2 gehörige normierte Primärteiler ist; ebenso ist 201? = 81 = 201?=---. 


Zum Schluß sei noch ein bemerkenswerter allgemeiner, bisher nur 
in speziellen Fällen bewiesener und benutzter Satz angeführt, der die Um- 
kehrung des Satzes 4 von $1 auf S. 147 darstellt: 

Satz 6: Irgend zwei äquivalente Elemente eines zerlegbaren Ringes 
können durch Multiplikation mit je einem regulären Element ineinander 
übergeführt werden. 

Dieser scheinbar selbstverständliche Satz bedarf hier im Gegensatz 
zur gewöhnlichen Arithmetik eines eingehenden Beweises, da trotz A B 
sehr wohl A=a.-B, B=b.A sein kann, wo a und 5 Nullteiler sind. 
{Z. B. ıst in Ro: 16= 2-8, 8=68.16.) Doch sind die Materialien zum 
Beweis jetzt völlig entwickelt, so daß es genügt, dessen Gang anzudeuten. 
Man erkennt nämlich leicht, daß die Faktoren a und 5b nur solche Prim- 
teiler enthalten können, deren zugehörige Primärteiler in A und B ent- 
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halten sind. Durch eventuelle multiplikative Hinzufügung weiterer normaler 
Nullteiler dieser Art oder, falls A und B unendlichviele wesentlich verschiedene 
Primteiler enthalten sollten, durch Hinzufügung eines geeigneten normierten 
Nullteilers zu den schon in a und 5b enthaltenen und durch darauffolgende 
Addition einer geeigneten Darstellung der Null, wie dies bei den Beweisen 
der Sätze 1 und 5 (8. 162 und 166) geschah, lassen sich dann a und 5b 
in reguläre Elemente verwandeln, wie gewünscht. 

Faßt man die wesentlichsten Ergebnisse dieses und des vorigen 
Paragraphen für Ringe endlichen Grades in anschaulicher Form zusammen, 
so erhält man folgendes 

Schlußergebnis: X se ein zerlegbarer Ring endlichen Grades 
und (Pı; Pa, -.- P,) ein vollständiges System wesentlich verschiedener normaler 
Primteler aus R; dann gibt es zu jedem p, einen Exponenten m, bis zu 
dem p, steigt. Man bilde dann erstens das System aller regulären Elemente 
aus R, das in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe bildet, und ferner 
die n Paenegruppen (gleichfalls in bezug auf die Multiplikation verstanden) 

(9: A RER: 
Dann hat die Reihe dieser n+ 1 Systeme folgende Eigenschaften: 

1. Kein Element aus R, außer dem in jedem System vorkommenden 
Einheitselement, vst zugleich in zwei Systemen enthalten. 

2. Unter den Nulltedern dieser Systeme gibt es keine zwei äquivalenten. 

3. Jedes Element aus R ist — bis auf die Reihenfolge und eine 
durch deren Veränderung bedingte Modifikation des regulären Faktors — auf 
eine einzige Weise als Produkt aus je einem Element jedes dieser Systeme 
darstellbar. 


$4. Die Orthogonalteiler. Die Zerlegung der Ringe. 

War bisher fast ausschließlich die multiplikative Zerlegung der Ring- 
elemente Gegenstand der Betrachtung, so soll in diesem Paragraphen die 
Addition in den Vordergrund treten und der Ring in gewisser Weise 
additiv zerlegt werden. 

Definition 1: Ist P.-P=0, wo P ein zum Primteiler p aus R 
gehöriger Primärteiler ist, während P den Primteiler p nicht mehr enthält, 


so heiße P ein dem Primteiler p komplementärer orthogonaler 
Teiler der Null oder kurz Orthogonalteiler. 
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Offenbar sind zwei zu wesentlich verschiedenen Primteilern komple- 
mentäre Orthogonalteiler auch untereinander wesentlich verschieden und 
umgekehrt. Der Fall, daß alle Primteiler des betrachteten Ringes unter- 
einander äquivalent sind, führt ersichtlich zu Trivialitäten und soll von 
nun an stets ausgeschlossen bleiben; enthält der Ring nur zwei wesentlich 
verschiedene Primteiler, so sind die zum einen gehörigen Primärteiler 
zugleich die dem anderen komplementären Orthogonalteiler. 


Die Orthogonalteiler von AR, sind so: 72, 144, 216, 288 (komplementär zum 
Primteiler 5); 40, 80, 160, 200, 280, 320 (komplementär zu 3); 45, 135, 225, 315 
(komplementär zu 2). 

Satz 1: Das Produkt irgend zweier wesentlich verschiedener Ortho- 


gonalteiler aus R ist stets gleich Null. 

p und g seien nämlich zwei wesentlich verschiedene Primteiler 
aus X, P und © zwei ihnen komplementäre Orthogonalteiler, und es sei 
P.P=0Q-Q=0, wo P und Q Primärteiler bedeuten. Da @ (abgesehen 
von regulären Elementen) keinen Teiler besitzt, der auch in P enthalten 
ist, so muß P durch @ teilbar sein, d.h. Q-@ ist in P.Q enthalten, 
oder es ist P-Q=0, w.z. b. w.. 

Da jeder dem Primteiler p komplementäre Orthogonalteiler P’ durch 
alle und nur die von p wesentlich verschiedenen Primteiler teilbar ist, so 
ist P’. P’= P’, und zwar, wie man analog dem Verfahren von $. 162 unten 
erkennt oder aus Satz 6 des $ 3 auf $. 167 folgert, P’.P’=P’'.«, wo « 
regulär ist. Setzt man P’.a!= P, so folgt also: P’. P= P’. Überlegungen 
analog jenen, die auf S. 163 zum Satz 1 des $3 führten, ergeben daher den 

Satz 2: Alle zu irgendeinem orthogonalen Nullteiler äquivalenten 
Elemente bilden in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe, es gibt also 
unter ihnen insbesondere ein einziges normiertes Element P, den dem Prim- 
teiler p komplementären normierten Orthogonalteiler, der das neutrale Element 
der Gruppe ist. Jeder normierte Orthogonalteiler ist allgemeiner auch ein 
Einheitselement für alle durch ihn teilbaren Elemente. In der Gruppe aller 
zu P däquivalenten Orthogonalteiler hat jede Gleichung A-X=B _ oder 
Y-A=B, wo A=B=P, je eine einzige Lösung. 

Die normierten Orthogonalteiler von Az. sind: 216, 280, 225. 

Von nun an sollen hier ausschließlich solche Ringe be- 
trachtet werden, die nur endlichviele wesentlich ver- 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 3. 22 
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schiedene Primteiler, also auch nur endlichviele normierte Orthogonal- 
 teiler enthalten. Unter diese Klasse von Ringen fallen im besonderen 
alle Ringe endlichen Grades, dann auch Ringe unendlich hohen Grades, in 
denen aber jedenfalls mindestens ein Primteiler bis zu einem unendlich 
großen (symbolischen) Exponenten steigen muß. Für Ringe mit unendlich- 
vielen wesentlich verschiedenen Primteilern wären Summen von unendlich- 
vielen Gliedern zu betrachten, die zunächst keinen Sinn haben und für 
die erst besonders eine Art Konvergenzuntersuchung — übrigens verschieden 
von der gewöhnlichen Art einer solchen — zu führen wäre. 

Für Ringe X mit nur endlichvielen wesentlich verschiedenen Prim- 
teilern gilt nun: 

Satz 3: Die Summe aller verschiedenen normierten Orthogonalteiler 
aus R ist gleich dem universalen Einheitselement e aus NR. 

Z.B. ist in Rz: 216 + 280 + 225 =1. 

Es sei nämlich (9, , Pa, -.. 9,) ein vollständiges System wesentlich ver- 
schiedener Primteiler aus X; P,, Ps, ... P, seien die ihnen komplementären 
normierten Orthogonalteiler. Dann ist sicher A + P,+.-+P,=n re- 
gulär; denn durch den Primteiler p, sind P,, A Pr... ... P,, aber 
nicht P, und also auch nicht r teilbar. Ferner ist 


nn= SP. P, + 32 2#P, .P, 


oder, da nach Satz 2 P;- P;= P,, nach Satz P;-P,= 0 (i+k) ist, n-n=n. 
Aus der Gruppeneigenschaft der regulären Elemente folgt schließlich, daß 
jedes normierte reguläre Element gleich & ist, womit der Satz bewiesen ist. 

Definition 2: Ist A ein beliebiges Element aus X, P,; der dem 
Primteiler p, aus R komplementäre normierte Orthogonalteiler, so heiße 
das Produkt A-P,;= A, die Komponente von A in bezug auf den 
Primteiler 9,*). Diese Bezeichnung rechtfertigt sich durch 

Satz 4: Die Komponente eines Ringelements A in bezug auf den 
Primteiler p, ist durch alle und nur solche Potenzen von p, (allgemeiner 
durch alle und nur solche Teiler der zu p, gehörigen Primärteiler) teilbar, 
durch die A selbst teilbar ist; sie ist dann und nur dann gleich Null, wenn 
A durch die zu p, gehörigen Primärteler teilbar ist. 





*) Hierzu und zum nächstfolgenden vergleiche man die (etwas spezielleren) 
Verhältnisse bei den g-adischen Zahlen (Hensel, Zahlentheorie, S. 86ff. und 188ff.). 
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In der Tat ändert sich ja A in bezug auf seine Teilbarkeit durch 
?, gar nicht bei Multiplikation mit dem durch 9, nicht teilbaren Ortho- 
gonalteiler P,; ist aber A durch die zu p,; gehörigen Primärteiler teilbar, 
so enthält A, alle Primärteiler von X. 

Die Bedeutung der Komponenten liegt ın folgendem 

Satz 5: Jedes Element aus R ist gleich der Summe seiner Kom- 
ponenten in bezug auf alle wesentlich verschiedenen Primteiler von R. Ein 
Element ist dann und nur dann gleich Null, wenn jede einzelne seiner 
Komponenten gleich Null ist; zwei Elemente sind dann und nur dann ein- 
ander gleich, wenn das nämlıche von jedem Paar entsprechender Kompo- 
nenten gilt. 

In der Tat ist: A=4A-8e=A-P, +4-P,+ + A-P,. Ferner 
kann ein Element aus X nur dann gleich Null sein, wenn es durch jeden 


Primärteiler teilbar ist, was eben die zwei letzten Behauptungen besagen. 
Z.B. ist in Ryo: 7 = 7: 225 + 7-216 + 7-280 = 135 + 72 + 160: 5 = 5-22 
+5-216 +5-280 = 45 +0 + 320. 
Satz 6: Die Komponente einer Summe bzw. eines Produktes in 


bezug auf einen Primteiler ist gleich der Summe bzw. dem Produkt der 
Komponenten der einzelnen Summanden bzw. Faktoren in bezug auf denselben 
Primteiler. | 

Für die Summe ist der Satz selbstverstindlich; für das Produkt 
wird er erhalten durch Multiplikation der Identitäten A= A, + A, + + 4, 
B= B,+ B,+...+ B,, wenn man beachtet, daß für «+%k stets 4,-B,= 0 
ist, und die letzte Aussage von Satz 5 benutzt. 

Definition 3: Ein Ring X heiße einfach, wenn alle seine Prim- 
teiler untereinander äquivalent sind. Ein einfacher Ring ist natürlich 
immer zerlegbar. 

Offenbar ist die Theorie derartiger Ringe außerordentlich viel ein- 
facher als die der allgemeinen Ringe und in manchen Beziehungen fast 
ebenso einfach wie die Theorie der Körper; speziell sind die Fragen der 
Teilbarkeit und Quotientenbildung in einfachen Ringen stets sehr leicht 
zu entscheiden, da das diesbezügliche Verhalten zweier Elemente zueinander 
völlig klar ist, sobald man weiß, welches von ihnen die Primteiler von R 
in höherer Potenz enthält. 

Man bilde nun zu jedem normierten Orthogonalteiler P; des allge- 
22” 
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meinen Ringes X das System X; aller durch P; teilbaren Elemente von X 
oder — was, abgesehen von untereinander gleichen Elementen, das nämliche 
ist — das System der Komponenten aller Elemente von R in bezug auf 
den Primteiler 2, dem P, komplementär ist. Jedes solche System X; 
bildet, wie leicht erkennbar, in bezug auf die im Ring ® definierten und 
innerhalb ®, stets ausführbaren Operationen der Addition und der Multipli- 
kation einen einfachen Ring, der alle Bedingungen erfüllt, dessen Einheits- 
element P, ist und dessen Primteiler äquivalent zu P;-p, sind. Hieraus 
und aus der Darstellung eines beliebigen Elements von X als Summe seiner 
Komponenten folgt der fundamentale 

Satz 7: Jeder beliebige zerlegbare Ring R, der n wesentlich ver- 
schiedene Primteier der Null enthält, laßt sich stets und nur auf eine ein- 
zige Weise in n und nicht weniger einfache Rınge R,, Re, --. R. zerlegen 
derart, daß jeder dieser einfachen Ringe nur Elemente aus R enthält, kein 
Element von R (außer der natürlich in jedem R, enthaltenen Null) in zwei 
verschiedenen der Ringe R, vorkommt, daß ferner das Produkt irgend welcher 
Elemente aus zwei verschiedenen Ringen R,; stets gleich Null ist und schließ- 
lich jedes Element aus R sich auf eine und nur eine einzige Weise als Summe 
je eines Elements aus jedem der Ringe R, darstellen läßt. 


Sn ist z.B. R,,, zerlegbar in die drei einfachen Ringe: 

(0, 72, 144, 216, 288) (Körper), (0, 40, 80, 120, 160, 200, 240, 280, 320), 
(0, 45, 90, 135, 180, 225, 270, 315). 

Von den Behauptungen dieses Satzes, der also die Möglichkeit der 
Zurückführung beliebiger zerlegbarer Ringe auf einfache Ringe behauptet (die 
Art dieser Zurückführung ergibt sich aus den vorangegangenen Erörterungen), 
ist noch diejenige zu beweisen, welche besagt, daß diese Zerlegung eines 
Ringes durch die im Satze ausgesprochenen Eigenschaften eindeutig bestimmt 
ist. Dieser Beweis läßt sich jetzt höchst einfach in vier Schritten führen. 

1. Ich zeige zunächst, daß das Einheitselement eines jeden der 
einfachen Ringe, z. B. das Einheitselement e, von %,, entweder regulär 
oder ein Primärteiler oder ein Produkt von Primärteilern ist. In der Tat, 
ist 8 =e&-e, wo e; gleichzeitig mit jedem Primteiler den zugehörigen 
Primärteiler enthält, während e/’” weder durch einen Primärteiler noch durch 
einen in e, enthaltenen Primteiler teilbar ist, so folgt durch Quadrierung 


. 2 . . . 
der letzten Beziehung e, ee”, weil ja e, nach Voraussetzung normiert 
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ist; da aber ein in e/’ enthaltener Primteiler in e/” in höherer Potenz ent- 
halten sein müßte als ın e 
Behauptung unter alleiniger Benutzung der Ringeigenschaft der R, bewiesen. 

2. Ich ziehe nun die Eigenschaften der Orthogonalität der R, (des 
Verschwindens der Produkte irgend welcher Elemente aus verschiedenen 
N,) und der eindeutigen addıtiven Darstellbarkeit der Elemente von ® heran, 


„ 
1 


‚ist ej notwendig regulär. Hiermit ist diese erste 


um zu zeigen, daß jeder der einfachen Ringe, z. B. %,, neben seinem 
Einheitselement e, alle Produkte A.e, enthält, wo A ein beliebiges Ele- 
ment aus X bedeutet. Ist nämlich die Darstellung des Elements A. e, 
aus X als Summe je eines Elements aus jedem einfachen Ring die folgende: 
A-e=4A,+4;+ + A, wo m die vorläufig unbekannte Anzahl der %, 
ist, so gibt die Multiplikation mit e: A-=A,+0-+ ---+ 0; hieraus 
aber folgt wegen der Eindeutigkeit der Darstellung und des Vorkommens 
der Null in jedem 8, daß A,= = A„= 0 ist und also A-e, wirklich 
in X, vorkommt. 

3. Nunmehr ergibt sich unmittelbar aus der Einfachheit der R,, daß, 
wenn n die Anzahl der wesentlich verschiedenen Primteiler von R bedeutet, 
jedes der Einheitselemente der X, durch mindestens n — 1 wesentlich ver- 
schiedene Primärteiler teilbar und demnach ein normierter Orthogonalteiler 
oder Null ist. In der Tat, wäre z. B. e,, wie es aus der gegenteiligen Annahme 
wegen 1. folgen würde, durch die wesentlich verschiedenen Primteiler p, und 
?, von X nicht teilbar, so wären nach 2. doch p,-e, und p,-e, Elemente 
von X, und diese hätten, wie man sich sehr leicht überzeugt, in X, den 
Charakter zweier wesentlich verschiedener Primteiler. 

4. Da also alle Elemente eines jeden Ringes X, durch alle Primteiler 
bis auf höchstens einen teilbar sind, so muß es, damit z. B. reguläre Ele- 
mente additiv dargestellt werden können, mindestens n solche einfache 
Ringe geben, und zwar genau n, wenn man die trivialen Ringe ausschließt, 
deren Elemente sämtlich gleich Null sind. Der Beweis für die Eindeutig- 
keit der Zerlegung ist also völlig erbracht. 

Satz 8: Ist der Ring R auf die in Satz 7 angegebene Weise in 
einfache Ringe R,R2,... R, zerlegt, die alle durch P,,P;,... P, teilbaren 
Elemente enthalten, so hat eine Gleichung mit Koeffizienten aus R 

AD. X" AU.XTiL.. 4 Jemd.X + Am 0 
dann und nur dann eine Lösung X in R, wenn jede der Gleichungen 
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(Ü) AP. AM.Xmir 4 Am D.X LAW 0, Wen. 
wo A®= A®.P, die Komponente von A® in bezug auf den Primteiler p,, 
also eın Element von R, bedeutet, in dem einfachen Ring R, eine Lösung besitzt. 
Ist letzteres der Fall und ist (X,,X,,... X,) ein System von Lösungen der 
n Gleichungen, so ist das dem Ring R angehörige Element <= X, +X, +: +X, 
eine Lösung der ursprünglichen Gleichung in R; hat im besonderen jede der 
Gleichungen (i) ın R, endlichviele, und zwar I; (> 0) verschiedene Lösungen, 
so hat die gegebene Gleichung genau Il, ++»1, verschiedene Lösungen in R; 
hat auch nur eine der Gleichungen (v) unendlichviele verschiedene Lösungen, 
so hat die gegebene Gleichung, wenn überhaupt eine, dann unendlichviele 
verschiedene Lösungen. 

In der Tat folgt aus Satz 6, daß die Komponente einer ganzen ratio- 
nalen Funktion von Elementen ausX in bezug auf 9; gleich derjenigen Funktion 
ist, die aus der ursprünglichen entsteht, wenn für jedes vorkommende Element 
aus X seine Komponente in bezug auf 9, genommen wird. Werden umgekehrt 
die Gleichungen (v) durch die Elemente X, der Ringe X, erfüllt, so setze 
man A, für X in diesen Gleichungen ein und addiere die so entstandenen 
n Identitäten im Ringe X; da alsdann wegen P,-P,=0 (i+k) 

AO Xm—t 4 AB Xm— 1 er A» Xm-k 
= (AB + AP + ern 4 AB) (REF H RE H + X) 
= AM.(X, +, ++ X,)"t 
ist, so wird die gegebene Gleichung wirklich durch das Element 
X=-X,+X%,+.-+ÄX, aus ® erfüllt. Die letzten Behauptungen des 
Satzes schließlich folgen aus dem Schluß von Satz 5 (8. 171). 

Durch Satz 8 ist im besonderen auch die Frage nach der Existenz 
eines Quotienten zweier Elemente eines allgemeinen Ringes auf die triviale 
entsprechende Fıage für einfache Ringe reduziert. 

Besonders einfach gestalten sich diese Ergebnisse, wenn alle Prim- 
teiler von ® nur bis zum Exponenten 1 steigen, wie es z. B. im Ring der 
Kongruenzklassen für eine beliebige, kein Quadrat enthaltende Zahl als 
Modul oder in jedem Ring g-adischer Zahlen der Fall ist. Da in Ringen 
dieser Art ein Element von X dann und nur dann durch den Primteiler p; 
teilbar ist, wenn seine Komponente in bezug auf 7, gleich Null ist, und 
da ferner eine Gleichung m-ten Grades bekanntlich in einem Körper 
höchstens m Wurzeln besitzt, so folgt für diesen Fall: 
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Satz 9: Steigen die n wesentlich verschiedenen Primteiler eines 
Ringes R sämtlich nur bis zum Exponenten 1, so sind die einfachen Ringe R,, 
in die sich R zerlegen läßt, sämtlich (eventuell nichtkommutative) Körper, 
und eine beliebige Gleichung m-ten Grades in R hat daher, wenn jeder dieser 
Körper R,; unendlichviele verschiedene Elemente enthält, entweder höchstens m" 
oder unendlichviele verschiedene Lösungen. Insbesondere kann man ein Ele- 
ment A durch ein anderes B in R dann und nur dann dividieren, wenn 
für jeden Primteier p,, für den die zugehörige Komponente von B ver- 
schwindet, dasselbe von der zugehörigen Komponente von A güt; und dann 
und nur dann ist die Division eindeutig, wenn überhaupt kein Primteiler 
der letztgenannten Art in R existiert. 

Schließlich lassen sich die wesentlichsten Resultate dieses Para- 
graphen auch so formulieren: 

Schlußergebnis: Die Elemente eines beliebigen zerlegbaren Ringes 
NR, der endlichviele und zwar n wesentlich verschiedene Primteiler enthält, 
lassen sich darstellen als komplexe Zahlen mit n Haupteinheiten e;: 
A=a,%+ 46 + ++ a,e,, mit denen nach den gewöhnlichen Regeln der 
Arithmetik zu rechnen ist, nur daß die Multiplikation im allgemeinen nicht 
kommutativ ist und gemäß den Relationen (a,e;) -(b,e,)= (a, - b,)e;, (a,;e;) -(b,e,)=O 
(i+k) ausgeführt wird. Hierbei gehören aber die Koeffizienten der Haupt- 
einheiten keineswegs alle einem und demselben Körper an*), sondern die Koeffi- 
zienten jeder einzelnen Haupteinheit bilden je einen einfachen Ring oder, 
falls alle Primteder von R nur bis zum Exponenten 1 steigen, je einen Körper. 
Umgekehrt genügt jedes derartige System komplexer Zahlen allen in diesem 
Aufsatz ausgesprochenen Bedingungen und Sätzen. 

Die letzte Behauptung läßt sich leicht rückwärts einsehen; z. B. 
sind, wenn &,&,... &%, die Einheitselemente, ?,, Pe; -.. 9, Je irgendwelche 
Primteiler der n Koeffizientenringe bedeuten, &,€, + &&-+ »--+ &,e, das Ein- 
heitselement von R, ferner 2,6; + 836 + +++ + 8.6.5 &16ı H &g Cs + +++ Eu Cns ++» 
& 64 &&5+ +++ &,_ 1%, alle normierten Primärtsiler, 9,6; + &&& + ++ &,6,; 
Set Pat tens. et + + ne, ein vollständiges System 
wesentlich verschiedener rormaler Primteiler aus R usw.. 





*) Vgl. L. E. Dickson, Transact. of the Amer. Math. Soc., vol. 4 (1903), p. 21 
und ferner eine Bemerkung desselben Autors ebenda, vol. 6 (1905), p. 348, die durch 
die obigen Ausführungen weiter fortgeführt wird. 
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Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung. 


(H. A. Schwarz zu seinem 50-jährigen Doktorjubiläum 
am 6. August 1914 zugeeignet.) 


Von Herrn Paul Koebe in Leipzig. 


I. Die Kreisabbildung des allgemeinsten einfach und zweifach zusammenhängen- 
den schlichten Bereichs und die Ränderzuordnung bei konformer Abbildung. 


A. Einleitung. 


In vorliegender Abhandlung, welche als erste einer der Kette meiner 
spezifischen Uniformisierungsarbeiten*) parallellaufenden selbständigen Serie 
von Arbeiten gedacht ist, bringe ich zunächst (erster Teil) die von 
mir als ‚Schmiegungsverfahren‘‘ bezeichnete, in den Gött. Nachr. 1912**) 
vorläufig skizzierte Methode der konformen Abbildung des allgemeinsten 
schlichten, einfach zusammenhängenden Bereichs auf eine Kreisfläche zur 
ausführlichen Entwickelung. Der abzubildende, einfach zusammenhängende 
Bereich wird zunächst auf einen innerhalb des Einheitskreises befindlichen 
Bereich abgebildet, was immer durch Anwendung linearer Transformationen, 


*) Ich verweise insbesondere auf meine Arbeiten „Über die Uniformisierung 
der algebraischen Kurven“ und „Über die Uniformisierung beliebiger analytischer 
Kurven“ in Math. Ann. Bd. 67, 69, 72, 75 bezw. dieses Journal, Bd. 138, 139, Annali 
di Matematica Bd. 21 (Lagrange-Festband II), Leipziger Berichte 1914, Jahresbericht 
der D. M. V. 1913 (Referat), ferner auf die darauf Bezug nehmenden Veröffentlichungen: 
Osgood: „Lehrbuch der Funktionentheorie“ (2. Auflage, Teubner 1912), Study: „Vor- 
lesungen über Geometrie“, Bd. II (Teubner 1913), Weyl: „Die Idee der Riemannschen 
Fläche“ (Teubner 1913), Fricke- Klein: „Vorlesungen über automorphe Funktionen“ 
Bd. Il, Schlußlieferung (Teubner 1912). Wegen ausführlicherer Literaturangaben sei 
verwiesen auf die Zusammenstellungen in meinen genannten Annalenarbeiten und in 
senanntem Referat. 

**) „Über eine neue Methode der konformen Abbildung und Uniformisierung.“ 


Nachr. d. Ges. d. Wiss., math.-phys. Kl., 1912, S. 844 ff. 


Journal für Mathematik. Bd 145. Heft 3. 23 
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eventuell unter Hinzuziehung einer Quadratwurzeloperation möglich ist. 
Nunmehr wird auf den Bereich, der den Nullpunkt enthaltend vorgestellt 
wird, eine den Nullpunkt fest lassende, unendliche Folge von Quadrat- 
wurzeloperationen angewandt, welche eine immer stärkere Anschmiegung 
der Begrenzung an die Peripherie des Einheitskreises bewirken und in der 
Grenze die gesuchte Abbildung liefern. 

im Fall des zweifach zusammenhängenden schlichten Bereichs 
(zweiter Teil) handelt es sich um die konforme Abbildung auf die Fläche 
eines Kreisrings, wobei grundsätzlich neue Schwierigkeiten, die nochmalige 
Konvergenzbetrachtungen nötig machen, nicht auftreten. 

Schließlich gıbt (dritter Teil) die Frage der Ränderzuordnung bei der 
konformen Abbildung zu einer besonderen Untersuchung Anlaß, eine Frage, 
welche bei den im ersten und zweiten Teile gegebenen Existenzbeweisen 
ganz außer Betracht blieb. Hier handelt es sich nun einerseits um die 
Gewinnung der alten Schwarzschen Resultate über die Ränderzuordnung 
im Falle analytischer Begrenzung einschließlich der Stetigkeit in Ecken 
und Spitzen (Schwarz - Picard), andererseits um die Gewinnung der mehr 
der abstrakten Sphäre angehörenden neueren allgemeinen Resultate von 
Osgood, (Fatou), Study, Caratheodory, auf welche ich meinerseits bereits in 
einer kleinen vorläufigen Note in den Gött. Nachrichten 1913 eingegangen 
bin, und welche hier eine wohl kaum noch weiterer Vereinfachung fähige 
Entwickelung finden. 

Die in vorliegender Abhandlung behandelten Probleme und ge- 
wonnenen Hauptresultate erheben, wie aus dem Gesagten bereits hervor- 
geht, als solche nicht den Anspruch auf Neuheit*). Sie wollen vielmehr 
durch die Methode der Behandlung gewürdigt werden. Als ein Charakte- 
ristikum dieser Methode hebe ich die vollständige (abgesehen von $ 12) 
Vermeidung des Integralbegriffs hervor, so daß die ganze Beweisführung auf 
die allgemeinen elementaren Grundlagen der Potenzreihentheorie gestellt 
und insofern die vorgetragene Theorie der Weierstraßschen Funktionen- 
theorie eingeordnet erscheint. Es ist von prinzipiellem Interesse, die hier- 
mit bezeichnete Forderung in möglichst weitem Umfange zur Durchführung 


*) Die erste Behandlung der Abbildung des allgemeinsten schlichten, einfach 
zusammenhängenden Bereichs gibt Osgood in Trans. of the Am. Math. Soc., 1900. Dieselbe 
fußt wesentlich auf vorausgegangenen Entwicklungen von Schwarz und Poincare. 
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zu bringen und dadurch eine immer tiefere Durchdringung Reiemannschen 
und Weierstraßschen Geistes in der Funktionentheorie herbeizuführen *). 
Häufigen Gebrauch mache ich im folgenden von dem Satze, daß 
eine von einer Konstanten verschiedene analytische Funktion f(z) an einer 
regulären Stelle 2, kein Maximum des absoluten Betrages liefern kann 
sowie kein Minimum des absoluten Betrages, falls sie in 2, nicht geradezu 
den Wert Null hat, ferner kein Maximum oder Minimum der Werte des 
reellen Teiles von f(z2). Diese Sätze sind alle aus dem Potenzreihen- 
begriff sofort erhältlich. Man braucht nur in bekannter Weise den Funk- 
tionswert als Summe von drei Bestandteilen darzustellen in der Weise 
F(z) = F(z,) + a,(2— 2)" + (2—z,)"*'-F(z), unter a, eine von Null ver- 
schiedene Konstante verstehend, unter n eine ganze positive Zahl >1 
und unter F(z) eine in z, reguläre Funktion. Beschränkt man sich auf 
eine hinreichend kleine Nachbarschaft der Stelle z,, so wird der dritte 
Bestandteil, absolut genommen, kleiner als der zweite Bestandteil, absolut 
genommen, und daher wird das zweite Glied für die erwähnten, den ge- 
nannten vier Sätzen entsprechend zu treifenden Entscheidungen das aus- 
schlaggebende, sofern man die Richtung des die Größe a,(2—2,)" repräsen- 
tierenden Vektors im ersten Falle mit der des Vektors F(z,) übereinstimmend 
wählt, im zweiten Falle dieser Richtung entgegengesetzt, im dritten Falle 


*, In dieser Beziehung will ich neben meiner dritten Mitteilung über die 
Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven (Gött. Nachr. 1908), in welcher ich 
zuerst den Nutzen eines „allgemeinen Konvergenzprinzips“ für die konforme Abbildung 
gezeigt habe, noch besonders auf meine Note „zur Theorie der konformen Abbildung 
und Uniformisierung“ in den Leipziger Berichten (1914) hinweisen, in welcher u. a. 
eine Lösung des allgemeinen Uniformisierungsproblems in dem bezeichneten Sinne 
mitgeteilt ist. In gewissem Umfange findet sich die Tendenz auch bei Gauß - (arith- 
metisch-geometrisches Mittel), Schwarz (Züricher Programmschrift 1869/70, Ges. Abh. 
Bd. II, S. 108ff.), Poincare (Acta math. Bd. IV), Schlesinger (dieses Journ. Bd. 105 
und 110, Ann. de l’Ecole Normale Bd. 20, 1903), Caratheodory (Math. Ann. Bd. 72, 1912), 
jedoch nicht mit dem Bewußtsein einer allgemeinen Richtung gebenden Idee. In der 
gemeinten Abhandlung des letzteren, deren Titel wegen ihrer näheren Beziehung zum 
Gegenstande der vorliegenden Abhandlung hier noch aufgeführt werde: „Unter- 
suchungen über die konformen Abbildungen von festen und veränderlichen Gebieten“, 
bildet das erwähnte „allgemeine Konvergenzprinzip“ (S. 120) ebenfalls den Hauptbe- 
weisgrund. Übrigens findet dieses oft bequeme Prinzip in vorliegender Abhandlung 
keine Anwendung. 
23° 
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übereinstimmend mit der positiven Richtung der Achse des Reellen, im 
vierten Falle dieser Richtung entgegengesetzt. 


B. Erster Teil. 


Konforme Abbildung des allgemeinsten schlichten, einfach zusammenhängenden 
Bereichs auf die Fläche eines Kreises. Das Schmiegungsverfahren. 


8 1. 


Vorbereitungen. 


Es sei B ein beliebiger, einfach zusammenhängender Bereich der 
z-Ebene, welcher jedoch nicht mit der ganzen z-Ebene, einschließlich des 
unendlich fernen Punktes, identisch sein soll und dessen ganze Begrenzung 
nicht nur von einem einzigen Punkte gebildet sein möge. Wir verstehen 
unter dem Bereich B bei strenger Definition im’ folgenden lediglich die 
Gesamtheit der eigentlichen inneren Punkte, deren einzelner stets zugleich 
mit einer vollen Umgebung zum Bereiche gehört. Die übrigen Punkte 
der z-Ebene sind dann entweder Grenzpunkte des Bereichs oder äußere 
Punkte, je nachdem es in beliebiger Nähe eines derartigen Punktes noch 
Punkte des Bereichs, d. ı. innere Punkte gibt oder nicht. Ein Häufungs- 
punkt von Grenzpunkten ist stets wieder ein Grenzpunkt, und die Ge- 
samtheit der Grenzpunkte bildet ein zusammenhängendes Kontinuum, die 
Grenze des Bereichs B, ein Kontinuum, welches selbst nicht den Charakter 
eines Bereichs hat, d. h. keinen Punkt besitzt, von welchem eine voll- 
ständige Umgebung zum Kontinuum gehört. Die zu lösende Aufgabe ist 
nun die folgende: 

Formulierung des Abbildungsproblems: Es soll eine ın B eindeutige, 
reguläre analytische Funktion 2’=f(z) gefunden werden, welche an je 
zwei Stellen des Bereichs B voneinander verschiedene Werte annimmt 
und dadurch eine eineindeutige konforme Abbildung des Bereichs B auf das . 
vollständige Innere des Einheitskreises vermittelt. — 

Für die oben ausgeschlossenen Fälle (Vollebene und einfach punk- 
tierte Ebene) besitzt die soeben formulierte Abbildungsaufgabe sicher keine 
Lösung, wie man sofort erkennt aus dem Umstande, daß nach eventueller 
Verlegung der Punktierung in den unendlich fernen Punkt der z-Ebene /(z) 
eine reguläre analytische Funktion wäre, deren Werte dem absoluten Be- 
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trage nach unterhalb 1 bleiben. Diese Funktion müßte sich daher auf eine 
Konstante reduzieren. Der hier benutzte Hilissatz, daß eine für alle 
endlichen Werte der unabhängigen Variablen 2 reguläre, eindeutige ana- 
lytische Funktion F(z), deren Werte dem absoluten Betrage nach unter- 
halb einer endlichen Schranke bleiben, sich auf eine Konstante reduziert, 
wird potenzreihentheoretisch am einfachsten folgendermaßen bewiesen: 


Die Funktion F@-Fl@) 


2 —2% 
stimmt unendlich klein, wenn z unendlich groß wird. Diese Funktion 


ist für alle endlichen z regulär und wird be- 


würde demnach im Endlichen ein Maximum ihres absoluten Betrages er- 
reichen, wenn sie nicht identisch verschwindet. — 

In dem von uns zugrunde gelegten allgemeinen Falle läßt sich 
sofort zeigen, daß die zu bestimmende Funktion, sofern sie überhaupt 
existiert, abgesehen von einer linearen Transformation, die das Innere des 
Einheitskreises in sich überführt, vollständig bestimmt ist, und daß daher 
die Abbildungsaufgabe dadurch zu einer vollständig bestimmten gemacht 
werden kann, daß man vorschreibt, ein gegebener Punkt z, in B solle 
in einen ebenfalls gegebenen Punkt z, innerhalb des Einheitskreises über- 
gehen und eine in 2, gegebene Fortgangsrichtung in eine in 2, gegebene 
Fortgangsrichtung. Der Beweis dieses Unitätssatzes reduziert sich darauf, 
zu zeigen, daß eine umkehrbar eindeutige Transformation 2’= p(z) des 
Inneren des Einheitskreises auf sich selbst, bei welcher der Nullpunkt fest 
bleibt, die Form e'*.z hat, d. h. geometrisch gesprochen, eine Drehung 
der 2-Ebene mit dem Nullpunkt als Fixpunkt darstellt. Es ist nämlich *) 


en eine für 2] <{1 reguläre und stets von Null verschiedene Funktion, 


deren absoluter Betrag auf dem Kreise z| =1—: und daher auch für alle 
Punkte 2] <1—e zwischen 1+n und 1— liegt, unter n7 eine zugleich 
mit e unendlich klein werdende positive reelle Größe verstanden. Unter 
| 'f«@) 


diesen Umständen kann wen; für den einzelnen Punkt der Fläche |z| < 1 
| | 


erde Wert 1 haben, muß also konstant gleich 1 sein, was bei einer 


regulär nalytischen Funktion nur möglich ist, wenn sie selbst eine Kon- 


stante ist, d. h. 2a =, unter c eine reelle oder komplexe Konstante vom 


absoluten Betrage 1 verstanden. 


*) Vgl. Poincare, Acta math. Bd. 4, 1883, pag. 232. 
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Die von uns nunmehr in Angriff zu nehmende Aufgabe der kon- 
formen Abbildung des gegebenen Bereichs B auf das Innere des Einheits, 
kreises werden wir durch unendlich viele Quadratwurzeloperationen be- 
wirken, welche wir zweckmäßig als die Schmiegungsoperationen bezeichnen, 
weil die wesentliche Eigenschaft der einzelnen dieser Operationen die ist, 
eine Verstärkung der Anschmiegung der Begrenzungslinie des jeweilig ab- 
zubildenden Bereichs an die Peripherie des Einheitskreises, und zwar vom 
Innern her zu bewirken. 

Als erste vorbereitende Schmiegungsoperation definieren wir eine solche, 
welche bewirkt, daß der Bereich B eineindeutig- konform abgebildet wird 
auf einen Bereich B,, welcher vollständig im Innern des Einheitskreises 
liegt und den Nullpunkt enthält*). 

Besitzt der Bereich B einen äußeren Punkt z,, so genügt offenbar 


* - * a [3 [7 . ” 
eine lineare Transformation der Form ei unter a eine hinreichend klein 
{ Be 


zu wählende Konstante verstanden. Besitzt B keinen äußeren Punkt, 
was z. B. bei einem Schlitzbereiche (ganze längs eines Schlitzes aufge- 
schnittene Ebene) der Fall ist, so ist die Anwendung einer Quadratwurzel 
erforderlich. Es seien a und 5b irgend zwei voneinander verschiedene 


Grenzpunkte des Bereichs B. , Bilden wir dann mit der Funktion z’= 


u, u kn), / 
. ' bj 
den Bereich konform ab, so werden 0 und «© Grenzpunkte des neuen 


Bereichs B’. Wird nunmehr die Operation Vz’ auf den /Bereitl/Bf ypnge- 
wandt, so ergibt sich ein Bereich B”, welcher sicher äußere Punkte auf- 


weist. Denn zunächst ist die Funktion Vz’ nach Fixierung irgendeines ' 
Ausgangswertes in B’ eindeutig, weil sie in B’ unverzweigt ist und weil 
B’ einfach zusammenhängend ist. Ist nun 2, irgendein Punkt in B’, so 
wird dort ein Wert Yz, angenommen, und folglich kann der Wert — Yz} 
von der betrachteten Funktion in B’ nicht angenommen werden, einerseits 
wegen der Eindeutigkeit der Funktion Vz’ in B’ und andererseits deswegen, 
weil der Wert —Yz) nur an der Stelle 254 angenommen werden kann. 
Dasselbe gilt von den Werten — Vz’ einer gewissen Umgebung der Stelle 2,. 
Damit ist gesagt, daß B” ein zweidimensionales Stück der Ebene unbe- 


*, Vgl. die analogen Bemerkungen, welche ich in Gött. Nachr. 1907 S. 644 
mache. 
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deckt läßt, d. h. äußere Punkte besitzt und nunmehr seinerseits mittelst 
einer linearen Transformation auf einen Bereich B, abgebildet werden kann, 
welcher innerhalb des Einheitskreises liegt. 

Unser oben gestelltes Abbildungsproblem reduziert sich somit, wenn 
nochmals zwei lineare Transformationen des Einheitskreises in sich zu Hilfe 
genommen werden, auf folgendes Abbildungsproblem: Einen einfach zu- 
sammenhängenden schlichten Bereich B, innerhalb des Einheitskreises mit dem 
Nullpunkt als innerem Punkt konform auf das vollständige Innere des Ein- 
heitskreises abzubilden in der Weise, daß der Nullpunkt und die positiv reelle 
Fortgangsrichtung R wm Nullpunkte fest bleiben. 

Vermöge des Übergangs vom Bereich B (z-Ebene) zum Bereiche 
B, (z,-Ebene) sind wir in der Lage, in allen Fällen festzustellen, daß eine Abbil- 
dung des von mehr als einem Punkte begrenzten einfach zusammenhängenden 
Bereichs B auf die im Unendlichen punktierte Ebene (Z-Ebene) nicht möglich 
ist; denn es wäre 2, (Z) eine für alle endlichen Z eindeutige reguläre und be- 
schränkte Funktion, die sich somit auf eine Konstante reduzieren müßte. 
Dasselbe Resultat ergibt sich uns übrigens auch ohne Bezugnahme auf den 
Bereich B, folgendermaßen: Es sei 2, ein endlicher Punkt von B, dem der 


Punkt Z, bei der hypothetischen Abbildung entspreche. Dann ist 


- 


2% 


eine in der Form G "gr + 9(Z—Z,) an der Stelle Z, entwickelbare Funktion 


von Z. Es ist sodann —--— RE eine für alle endlichen Z reguläre 
Z—Z Z—Z 


Funktion, deren Werte dem absoluten Betrage nach unterhalb einer end- 
lichen Schranke bleiben, mithin eine Konstante; also wäre z eine ganze 
gder gebrochene lineare Funktion von Z; also wäre B ein Bereich, dessen 
vollständige Begrenzung sich auf einen Punkt reduzieren müßte, wie die Be- 
grenzung der punktierten Z-Ebene. Vom Bereiche B war jedoch vorausgesetzt 


worden, daß seine, Begrenzung sich nicht auf einen Punkt reduzieren soll. 
VW 


7 8 2. 
Das WUSTBEREREEE 2 7 yınd die Schmiegungswirkung desselben *). 


Wir definieren nunmehr 2 unendliche Folge von eineindeutigen 


*) Vel.ı die Voranzeige in Gött. Nachr, 1912, S. 844ff. Vgl. ferner wegen ver- 
schiedener Beweiselemente: Gött. Nachr. 1907, #. 203 u. 644; Math. Ann. Bd. 67, 
S. 209 u. 216: dieses Journ. Bd. 139, 8.261. * %. 
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konformen Abbildungen, von welchen die erste den Bereich B, unter Fest- 
haltung des Richtungselements R in einen Bereich B,, die zweite den 
Bereich 5, unter Festhaltung von R in einen Bereich B, überführt und 
so weiter. Alle sich ergebenden Bereiche B,, B,,... sind innerhalb des 
Einheitskreises enthalten, und es mögen, unter z, einen in B, variablen Punkt 
verstanden, die sich ergebenden, den genannten Bereichen angehörenden 
Bildpunkte von 2, mit %,,2,,... bezeichnet werden. Wird mit 1—0, der 
Radius der größten Kreisfläche X, mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt 
bezeichnet, welcher vollständig in B, enthalten ist, mit d, demnach die 
Breite des vom Einheitskreise als äußerem Begrenzungskreis und vom 
Kreise K,„ als innerem Kreis gebildeten Kreisrings R,, so wird sich für die 
Bereiche B, die Haupteigenschaft ergeben 


1">d>0d>..; lmd,=0; 


n=& 


d. h. die Bereiche B,, B,, B,,... schmiegen sich mit ihren Begrenzungs- 
linien Z,,L,, L,;,... mehr und mehr der Peripherie des Einheitskreises an. 
Die Bereiche B, selbst gehen also schließlich in die vollständige Fläche 
des Einheitskreises über. 

Der Bereich B,,, wird allgemein aus dem Bereiche B, in folgender 
Weise gefunden. Es wird auf der Linie Z, der dem Nullpunkte am nächsten 
liegende Punkt «, aufgesucht. Gibt es mehr als einen solchen Punkt, so 
genügt es, irgendeinen derselben zu wählen. Wir wollen etwa, um einen 
bestimmten erklärt zu haben, sagen: wir wählen stets den von größter 
Amplitude, wobei wir für die Amplitudenbestimmung nur die Werte 
zwischen — ıı und + ıı zulassen. Nunmehr erweitern wir die Fläche des 
Bereichs B, zu einem Windungsflächenstücke W,„ erster Ordnung mit dem 
Punkte «, als Windungspunkt und dem zweifach durchlaufen zu denken- 
den Einheitskreise als Begrenzungslinie. Die Fläche W, ist ebenso wie B, 
einfach zusammenhängend. Die in B, als Teil enthaltene Kreisfläche X, 
ist ebenfalls nur ein einfach zusammenhängender Teil von W,. Das Rich- 
tungselement R denken wir uns in B, markiert, nicht jedoch in dem 
zweiten Blatte der Fläche W,*). 


*, Man kann an Stelle eines Windungsflächenstücks erster Ordnung auch ein 
solches »-ter Ordnung oder ein solches unendlich hoher Ordnung treten lassen. Die 
nachfolgenden Beweisführungen bleiben dabei voll in Geltung. 
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Die n-te Schmiegungsoperation, d. i. diejenige, welche den Bereich 
B,,ı aus B, entstehen läßt, ist nun definiert als diejenige Abbildungs- 
operation, durch welche die Fläche W, eineindeutig konform auf die schlichte 
Fläche des Einheitskreises abgebildet wird mit der Nebenbedingung, daß das 
Richtungselement R festbleiben soll. Diese Abbildungsfunktion z,,, = y, (z,) 
ist elementar und wird einfach durch Komposition bestimmt. Es wird zu- 
nächst durch lineare Transformation das Innere des Einheitskreises so auf 
sich abgebildet, daß der Punkt «, in den Nullpunkt übergeht, eine lineare 
Transformation,. die man ihrerseits noch zerlegen kann in eine Drehung um 
den Nullpunkt zur Überführung des Punktes «, in einen Punkt der positiv 
reellen Halbachse und eine darauffolgende reelle lineare Transformation. Die 
Fläche W, mit dem Richtungselement R geht bei der genannten Transformation 
in eine Fläche W,, mit dem Nullpunkt als Windungspunkt und dem nicht mehr 
am Nullpunkt befindlichen Richtungselement R) über. Nunmehr wird die 
Fläche W/, mittelst einer Quadratwurzeloperation auf die schlichte Fläche des 
Einheitskreises abgebildet, wobei der Nullpunkt festbleibt und das Richtungs- 
element R/, in ein Richtungselement R} übergeht. Schließlich wird durch noch- 
malige Anwendung einer linearen Transformation die schlichte Fläche des 
Einheitskreises so auf sich abgebildet, daß das Richtungselement AR, in 
R übergeht. 

Die in der angegebenen Weise aufgebaute Abbildungsfunktion p,(2,) 
. besitzt eine Umkehrungsfunktion 2,= w,(z,;.), welche offenbar eine rationale 
Funktion zweiten Grades ist, die innerhalb des Einheitskreises an zwei 
voneinander verschiedenen Stellen, deren eine der Nullpunkt ist, ver- 
schwindet und außerhalb des Einheitskreises nicht verschwindet, auf der 
Peripherie des Einheitskreises nur Werte vom absoluten Betrage 1 annimmt. 


Der Quotient 





i ist eine rationale Funktion von 2,,,, welche innerhalb 
n+1 


des Einheitskreises das Maximum ihres absoluten Betrages auf der Peripherie 


n 


des Einheitskreises erlangt, nämlich 1. Es ist demnach eu. <_1 für alle 
n+1 


Stellen innerhalb des Einheitskreises, die nicht auf der Peripherie des Ein- 
heitskreises liegen, so daß wir sagen können: Bei der durch die Funktion 
fn(2,) vermittelten konformen Abbildung des Bereichs B, auf den Bereich 
B,„;ı werden alle Punkte des Bereichs B, in größere Entfernung vom Null- 
punkt gerückt, mit Ausnahme des festbleibenden Nullpunktes und mit 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 3. 24 
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Ausnahme der etwa vorhandenen Grenzpunkte des Bereichs B,, welche 
auf der Peripherie des Einheitskreises liegen. 
Die soeben angestellten Betrachtungen lehren uns bereits, daß 


<a <..<ja, <<: 
ist und mithin 
DD + DIDI, > 


Die weitergehende noch zu begründende Tatsache ıst folgende: ze) Er 


lim/o,|=1 bzw lmd,=0. 
Um sie zu begründen, definieren wir eine Hilisfunktion o(e), welche für 
0<e<<1 als eine beständig positive (>0) und stetige Funktion erklärt 


werden wird, für welche außerdem lim o(e)= 0 ist. Wir gelangen zur 


Funktion o(e), indem wir die Flächs des Kreises x, mit dem Radius o 
und dem Nullpunkt als Mittelpunkt nach der obigen Methode konform 
abbilden, indem wir den Windungspunkt erster Ordnung in irgendeinen 
Punkt der Peripherie des Kreises x, verlegen. Die Kreisfläche x, wird 
dadurch auf einen einfach zusammenhängenden Bereich x, abgebildet, dessen 
Begrenzungslinie A, vollständig außerhalb x, verläuft, diese Kreislinie ein- 
fach umschlingend und sie dabei in keinem Punkte berührend. Ist 5, 
der dem Nullpunkt am nächsten liegende Punkt der Linie /,, so wird 
o(e) = [Se | we 

definiert. Wählen wir irgendein nicht bis zum Nullpunkte und auch 
nicht bis zum Punkte 1 sich erstreckendes Intervall auf der Strecke 0 
bis 1, so kann. man für dieses Intervall behaupten, daß die Funktion o(e), 
die offenbar stetig ist, ihren Werten nach oberhalb einer endlichen Größe m 
bleibt, die ihrerseits größer als Null ist. 

Zur näheren numerischen Bestimmung einer solchen unteren Schranke 
m dienen folgende Bemerkungen. Die Funktion, welche die konforme 
Abbildung des im Punkte + ge verzweigten Windungsflächenstücks W im 
wiederholt angegebenen Sinne auf die schlichte Fläche des Einheitskreises 
leistet, werde mit Z= H(z) bezeichnet, der für z=0 den Wert Null an- 
nehmende Hauptzweig mit h(z2). Alsdann behaupten wir, daß das Minimum 
M, der Funktion |h(z)| für die durch |z2, = e im Hauptblatte von W erklärte 
Kreislinie < den Wert |h(—e)|=—h(—o) hat. | 

Die Behauptung ergibt sich so: Die Funktion (log may 108 77) 
ist die zu W gehörende, am Rande verschwindende, im Nullpunkte des 
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zweiten Blattes von W unendlich werdende @reensche Funktion des Ge- 
biets W und werde als solche mit @(z) bezeichnet. Unsere obige Be- 
hauptung ist gleichbedeutend mit der, daß das Minimum y der von @(z) 
auf x angenommenen Werte im Punkte (-e) und nur in diesem ange- 
nommen wird. 

Um letztere Behauptung zu erweisen, denken wir uns die Fläche W 
auf die schlichte Fläche eines Z’-Einheitskreises so abgebildet, daß der 
Windungspunkt o in den Nullpunkt übergeht, die beiden Punkte z2= 0 


in Punkte FP (#>0), die beiden Punkte —o in Punkte Fa («a >0), 
die -beiden Kreislinien |2| = in die linke und rechte Hälfte einer durch 
die Punkte —«, 0, + gehenden Lemniskate. Unsere Funktion @(z), 
in dıe Z’-Ebene überpflanzt, wird zur Greenschen Funktion /'(Z’) des 
Z’-Einheitskreises mit dem Punkte + als Unendlichkeitsstelle.e. Die 
Niveaulinien der Funktion /'(Z’) bilden eine Kreisschaar, deren durch 
— @ hindurchgehender, eindeutig bestimmter Kreis X offenbar den durch 
ce und —« hindurchgehenden, den Nullpunkt zum Mittelpunkt habenden 
Kreis K’ umschließt, denselben nur im Punkte — « berührend. Der Kreis 
K’ seinerseits umschließt vollständig die Lemniskate, dieselbe nur in den 
beiden Punkten & und — « berührend. Q. e. d. 


Wir fügen noch hinzu, daß die Größe Me von + oo monoton bis 


0 
+1 abnimmt, wenn oe beständig zunehmend von 0 bis + 1 variiert. 
Dabei variiert nämlich der Punkt —« der Z’-Ebene monoton abnehmend 
von O0 bis (—1), der Punkt # monoton zunehmend von 0 bis 1. “Die 


Größe log 77 ist nun aber gleich I! (Z)y__.- 


Nunmehr kehren wir zu unseren Bereichen B, und zu den Punkten «, 
zurück. Wir sehen jetzt unmittelbar, daß 
el > s(e) 
ist; denn der Bereich B, enthält die Kreisflächke X, =» 
sich. Es ssi nun y irgendeine reelle positive Größe oberhalb «,', jedoch 
unterhalb Eins. Wir bezeichnen mit M, das Minimum der Funktion o(e) 
für das Intervall von «, bisy. Ferner bezeichnen wir mit E, die größte 


U enthaltene ganze Zahl. Alsdann behaupten wir, daB «a, >y 
r 
ist für alle n>E,. In der Tat wird ja beim Übergange von «a, zu «, 


24* 


als Teil ın 


an | 


ın 
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|% — a, >o(«a,|)>M, 
sein, ebenso 
%\—|%|>M, 
usw., so daß wir nach der angegebenen Anzahl von Schritten notwendig 
mit «@„ über y hinauskommen. Hiermit ist vollständig dargetan, daß 
unser Schmiegungsverfahren nach und nach eine vollständige Anschmie- 
gung der Begrenzungslinie an die Peripherie des Einheitskreises bewirkt. 


$ 3. 

Die gleichmäßige Konvergenz der Größen |z, bzw. log |z,. 

Wir betrachten nunmehr z, als Funktion von 2, und bezeichnen 
diese Funktion mit f,(2,). Alsdann gilt es zu zeigen, daß die Folge der 
Funktionen f,(2)[»=1,2,3,...]ın B,, d. i., präziser ausgedrückt, in 
jedem inneren, nicht bis an die Grenze von B, sich erstreckenden Teil- 
bezirke 3 von B, gleichmäßig konvergiert. 

Um dies zu beweisen, zeigen wir zunächst die gleichmäßige Kon- 
vergenz der Funktionen |f,(2,) | in dem erwähnten Bezirke #. Diese ergibt sich 
folgendermaßen. Es ist ın 2 

rm) > ||; 


und ferner hat man 








en | In| ’ 


| 


weil der Quotient nn ‚ wie oben erwähnt, in B, regulär ist und daher 


n 


dem Maximum seines absoluten Betrages bei Annäherung an die Grenze 
von B, zustrebt, wobei |z,,„| jedenfalls kleiner als 1 bleibt, während 
2, im Sinne einer Verkleinerung durch eine beliebig wenig unterhalb 
'a@„ befindliche positive Größe ersetzt werden kann. Setzen wir jetzt 
1 


jan | 
endlich klein werdende Größe verstehend, so haben wir 


4m <lt nm) 


—=1-+n,, unter n,„ eine positive, bei unbegrenzt wachsendem n un- 


und daher wegen 2, <1 

(*) R EEE 
Hiermit aber ist die gleichmäßige Konvergenz der Funktionen |f,(2,)| nicht 
nur für jeden Bezirk , sondern sofort für den ganzen Bereich B, dargetan. 
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Es handelt sich nunmehr darum, den Übergang von der Abschätzungs- 


relation (*) zu einer Abschätzungsrelation für die Differenz z,.„ — 2, zu 
machen, welche für jeden Bereich £ gültig sein muß. Um zu dem ge- 
nannten Ziele zu gelangen, genügt es, den Nachweis zu führen, daß in 
nach Vorgabe einer beliebig kleisen positiven Größe & 

73 A 
gemacht werden kann, indem man nur n hinreichend groß wählt. Denn 


man kann dann setzen 





Zn+m rn 
2 “dr 1+ Nn,m; 


n 


wobei mit n,„„m eine in # mit unbegrenzt wachsendem n gleichmäßig un- 
endlich klein werdende Größe bezeichnet wird, und von da aus bei Berück- 
sichtigung von |2, <1 schließen 


Anm — In < Nam . 


Von der somit jetzt zu untersuchenden Funktion te ist bekannt, 
daß sie dem absoluten Betrage nach für das ganze Gebiet B, gleich 1+ 7, m 
gesetzt werden kann, unter n,„ eine in B, erklärte reelle positive und 
zugleich mit n gleichmäßig unendlich klein werdende Funktion verstanden; 
ferner, daß sie im Nullpunkt reell positiv ist. Auch die Funktion 


log tn ist in B, vollständig regulär erklärt, sofern wir noch festsetzen, 
sie solle im Nullpunkt einen reellen Wert haben, der hier positiv reell 


wird. Jetzt wird der reelle Teil dieser Funktion, d. i. die Größe 


log | u = log | 2,;m —log| =, betrachtet. Wegen lgr<xr—1 für 
z>L1 ist 
Za+m | Zn+m 1 ai, 
log ni img. 


Wir sind somit sicher, daß im ganzen Bereiche B, die Funktion 


R log tn = ND,m(2ı) beliebig klein wird, wenn nur n hinreichend groß 


gewählt wird. Es handelt sich jetzt nur noch darum, einen Schluß auf 
das Unendlichkleinwerden auch des imaginären Teiles unter den erwähnten 
Umständen zu machen, und zwar letzteren Schluß für $#. Dazu benötigen 
wir einen Hilfssatz. 
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8.4. 
Herleitung eines Hilfssatzes. Ä 
Hilfssatz: Es sei f(z2) eine für |2|<{R regulär erklärte, für 
z2=() den Wert Null annehmende analytische Funktion, und es sei für 
denselben Bezirk — u<Rflz)<+ u. Alsdann liegt, für einen Bezirk 
ı2)<R’<R der imaginäre Teil von‘ f(z2) dem absoluten Betrage nach 
unterhalb einer Größe u-@, wobei © reell positiv ist und nur von dem 


’ 


Verhältnis = nicht jedoch von der Wahl der Funktion f(z) abhängt. 


Wir gelangen in einfachster Weise zu einer sofort die äußersten 
Schranken in Evidenz setzenden Abschätzung der gewünschten Art unter 
Zuhilfenahme eines Schwarzschen Lemmas, dessen Grundgedanken wir be- 
reits oben Seite 185 zur Anwendung gebracht haben. Das Schwarzsche 
Lemma besagt folgendes: | 

Schwarzsches Lemma*): Ist F(z) eine für 2|<<1 reguläre, 
im Punkte z= 0 selbst den Wert Null annehmende analytische Funktion, 
welche das Innere des Einheitskreises konform auf ein Gebiet innerhalb 
des Einheitskreises abbildet, so wird durch diese Funktion die Fläche des 
durch die Ungleichheit |2|<e<<1 definierten Kreises X, konform abge- 


bildet auf ein Gebiet, welches ganz im Kreise X, liegt. — 
Der äußerst einfache Beweis geht so: 7 ist für |2|<<1 regulär 


und dem absoluten Betrage nach < 1, weil nach der Peripherie des Ein- 
heitskreises hin |z2|= 1 wird, während |F(z) <<1 bleibt; daher | F(z2) <|z‘. 


Das Maximum 1 für er kann nur dann für ein 2 erreicht werden, wenn 


Be 


en eine Konstante ist, also F(z) geometrisch eine Drehung darstellt,.q. e. d. 





Nunmehr bedarf es nur einer einfachen logarithmischen Transtor- 
mation, um zu der für unsern eigentlich zu beweisenden Hilfssatz in Be- 
tracht kommenden charakteristischen Figur zu gelangen. Die Bedingung 
nämlich, daß — u <NRf(z2)< u sein soll, kann. durch Betrachtung der 


Funktion L a an Stelle von f(z) auf die speziellere Bedingung — 1<Xf(z) <1 





*) H. A. Schwarz: „Zur Theorie der Abbildung.“ (Züricher Progamm 1869/70 
— Ges. Abh. Bd. II. S. 108ff.) Das Lemma findet auch bei Caratheodory vielfältige 
Verwendung. Vgl. z.B. Math. Ann. Bd. 72, S. 107ft. 
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reduziert werden. Geometrisch bedeutet dies, daß die Werte f(z) in ihrer 
Variabilität auf die Fläche eines unendlichen Parallelstreifens beschränkt 
sind, dessen begrenzende Geraden parallel der Achse des Imaginären im 
Abstande 1 von derselben verlaufen. Wird jetzt die Fläche dieses Parallel- 
streifens mittelst einer Exponentialfunktion auf die Fläche des Einheits- 
kreises so abgebildet, daß die Punkte —1 und +1 fest bleiben, während 
die beiden unendlich fernen Punkte des Parallelstreifens in die Punkte 
+? und —: übergehen, so ergibt sich aus f(z) durch Zusammensetzung 
mit der genannten Hilfsabbildung eine Funktion F(z), welche für z= 0 
verschwindet und für 2 < R dem absoluten Betrage nach unterhalb 1 bleibt, 
daher nach dem -Schwarzschen Lemma für z<{R’ dem absoluten Betrage 


4 


nach unterhalb I Dieser Einschränkung der Werte von F(z) auf die 


Fläche des Kreises mit dem Radius = entspricht eine Beschränkung der 


Werte von f(z) auf die Fläche einer ganz im Innern des Parallelstreifens 
enthaltenen konvexen Kurve mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, deren am 
weitesten nach rechts und links liegende Punkte, die Durchschnittspunkte 
mit der Achse des Reellen sind, während der höchste und tiefste Punkt 
die Durchschnittspunkte mit der Achse des Imaginären sind, wie sich un- 
mittelbar aus dem Umstande ergibt, daß den von -+ © nach —i führenden 
Kreisbögen die unendlichen geraden Linien des Parallelstreifens entsprechen, 
welche mit der konvexen Kurve wegen der Konformität der Abbildung 
dieselben Winkel einschließen wie der betreffende Kreisbogen der F-Ebene 


mit dem Kreise vom Radius =. Die Höhe des obersten Punktes unserer 


konvexen Kurve über der Achse des Reellen möge mit @ bezeichnet werden. 
Es ist dies die Größe Q, deren Existenz in unserem oben formulierten, 


hiermit bewiesenen Hilissatz behauptet worden ist*). Wır finden 


2 R+R 
4, ER-R 


Beiläufig bemerkt, ergibt unsere Beweismethode sofort noch folgenden 





*, Der am weitesten nach rechts und links liegende Punkt der konvexen 
Kurve liegt, wie erwähnt, auf der Achse des Reellen, und zwar im Abstande _ arc tg n- 


Hiermit ist eine von Schwarz aus dem Poissonschen Integral gefolgerte, von ihm beim 

alternierenden Verfahren („gürtelförmige Verschmelzung“) benutzte Relation für Poten- 
tiale bewiesen, nämlich 

4u 

nn 


ara tg 5 < Re) < + aretg 4 
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Zusatz zum Hilfssatz: Der imaginäre Teil von f(z) erreicht 
den äußersten Wert u.@ seines absoluten Betrages dann und nur dann, 
wenn f(z) die konforme Abbildung des Kreises |z2|<R auf das Innere 
des Parallelstreifens vermittelt, welcher begrenzt wird von den beiden 
Parallelen im Abstande u zur Achse des Imaginären. Die Funktion f(z) 


hat dann die Form 


_ 2u iR— 2 
a 2 


in welcher noch 2 durch e"z (« reell) ersetzt werden kann. 

Bei der sogleich vorzunehmenden Anwendung des Hilfssatzes kommt 
derselbe in folgender Fassung in Betracht: 

Hilfssatz: Ist f(2) für |2<R regulär erklärt und ist die 
Schwankung des reellen Teiles dieser Funktion in demselben Bezirke < u, 
so ist die Schwankung des imaginären Teiles in dem Bezirke 2 <R’<R 
kleiner als 2uQ@. Als Schwankung einer reellen Funktion in einem Ge- 
biet wird hierbei der Unterschied zwischen algebraisch größtem und kleinstem 
Werte derselben bezeichnet, bzw. der Unterschied zwischen der oberen und 
unteren Grenze der Funktionswerte in dem Gebiet. 





$ 5. 
Zuendeführung des Konvergenzbeweises. Nähere Untersuchung der Grenz- 
abbildung. 


Der $ 4 begonnene Konvergenzbeweis geht nunmehr folgendermaßen zu 
Ende. Wir bezeichnen mit 9’ einen aus lauter gleich großen Quadraten der Seiten- 
länge « aufgebauten, einfach zusammenhängenden Teilbereich von B,, der 
den Bereich 5 enthält und dessen Begrenzung weder mit der Begrenzung 
von # noch mit der Begrenzung von B, einen Punkt gemeinschaftlich hat. 
Ein solcher Bereich /’ läßt sich natürlich mit Leichtigkeit bestimmen und 
man kann dabei noch der Nebenbedingung genügen, daß der kürzeste Ab- 
stand der Begrenzungslinien von 9’ und B, oberhalb a V2, d. i. oberhalb 
der Diagonalenlänge des Quadrates liegt. Man hat dazu nur nötig a hin- 
reichend klein zu wählen. 

Es genügt, da der zu untersuchende imaginäre Teil der Funktion 


log +" — &, „(2), d. i. die Größe Am +”.*) im Nullpunkt verschwindet, 
2, » Ki 


2 *) Am — Amplitude von. 
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die Schwankung dieses imaginären Teiles im Bezirke 5 abzuschätzen, welche 
wiederum kleiner ist als die Schwankung des imaginären Teiles in dem 
Bereiche 9°. Die Schwankung in 3° ist nun kleiner als die Summe der 
Schwankungen in den einzelnen Quadraten von f’. Ist N die Anzahl 
dieser Quadrate, so wird mithin die Schwankung des imaginären Teiles 
<N.4 sein, wenn 4 eine für alle N Quadrate des Bereichs /” gültige, 
noch herzuleitende obere Schranke der Schwankung des imaginären Teiles 
ist. Nun kann nach dem zweiten Hilfssatz #<<Q4 gesetzt werden, unter 4 
die mit wachsendem rn unendlich klein werdende Schwankung des reellen 
Teiles in B verstanden. In der Tat kann man den Mittelpunkt eines ein- 


zelnen Quadrates zum Zentrum eines Kreises vom Radius R= a wählen und 


i . Pr R A a 
einen zu ersterem konzentrischen Kreis vom Radıus R’ = a konstruieren. 


—_ 


dessen Peripherie durch die Ecken des betreifenden Quadrates hindurchgeht. 


Damit ist bewiesen, daß die Größe Am +” in £% gleichmäßig unendlich 


n 


7 
-„n+m 


klein wird, wenn » unendlich groß wird. Andererseits näherte sich ” 
.n 


m 


gleichmäßig dem Werte 1, so daß nun die Größe Zn 


- selbst in ‚3 gleich- 
mäßig gegen 1 konvergiert, mithin f„(2,) in 5 gleichmäßig gegen eine Grenz- 
funktion f, (2,). 

Die Grenzfunktion /,(z,) kann sich übrigens nicht auf eine Konstante 
reduzieren; denn sie verschwindet im Nullpunkt wie jede der Näherungs- 
funktionen f„(z,), In einem von Null verschiedenen Punkte jedoch ist ihr 
absoluter Wert größer als der jeder Näherungsfunktion, also von Null ver- 
schieden. Es ist ferner einleuchtend, daß der absolute Betrag der Grenz- 
funktion an jeder Stelle des Bereichs B, kleiner als 1 ist. Denn jeden- 
falls kann er nicht größer sein, weil der absolute Betrag jeder Näherungs- 
funktion kleiner als 1 ist, und die Übereinstimmung 1 wird durch den 
Satz ausgeschlossen, daß eine von einer Konstanten verschiedene reguläre 
analytische Funktion an einer regulären Stelle kein Maximum ihres abso- 
luten Betrages haben kann. 

Wir haben uns noch zu überlegen, was allerdings jetzt keine 
Schwierigkeit mehr haben wird, ob, wie es sein soll, die Grenzfunktion 
f. (2,) eine eineindeutige konforme Abbildung des Bereichs B, auf das 
vollständige Innere des Einheitskreises leistet. 

Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 5. 25 
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Was zunächst den ersten Punkt, nämlich die Eineindeutigkeit, an- 
betrifft, so ergibt sich dieselbe aus dem entsprechenden Abbildungscharakter 
der Näherungsfunktionen. Nehmen wir etwa an, die Funktion f, (z,) habe 
an zwei voneinander verschiedenen Stellen 2! und 23 in B, denselben Wert, 
d.h. f,()=f.(21)>= a. Alsdann wird eine Umgebung von 2 und eine 
Umgebung von 2) je auf eine Umgebung von a abgebildet, woraus er- 
sichtlich ist, daß man, falls nicht bereits die Werte der Ableitungen f,, (z}) 
und f,(z/’) von Null verschieden sind, das Paar z/, 27’ durch ein benach- 
bartes ersetzen kann, für welches die Bedingung des Nichtverschwindens 
der Ableitungen zutrifft. Nehmen wir also 2/| und 27’ in dieser Weise an. 

Wir konstruieren um z; und 2)’ als Mittelpunkte je einen Kreis 
vom Radius oe, genannt <, und %, und wählen o so klein, daß f,(z,) 
innerhalb und auf der Grenze jeder dieser Kreisflächen keinen Wert zweimal 
annimmt. Die Kreisflächen <, und %, werden dann durch Vermittlung 
der Funktion f,(2,) auf schlichte Gebiete, y, und y,, abgebildet, welche 
beide den Punkt a in ihrem Innern enthalten. Jetzt bezeichnen wir mit 
z die größte in y, und y, enthaltene Kreisfläche mit a als Mittelpunkt. 
Der Radius derselben wird mit og’ bezeichnet. Die Umkehrungsfunktion 
der Funktion f,(z,) wäre nun in % eine mindestens zweideutige analytische 
Funktion. Allerdings hängen die beiden von uns betrachteten Zweige 
dieser Umkehrungsfunktion durch analytische Fortsetzung innerhalb x selbst 
nicht zusammen. Nunmehr denken wir uns eine der Näherungsfunktionen 
f„(2,) "bestimmt, welche in einem Teilbezirke $ von B,, der die Kreis- 


flächen z, und %, vollständig enthält, die Funktion f,(z,) bis auf eine 


Größe approximiert, die kleiner ist als T- Das jedenfalls schlichte Bild, 

welches diese Funktion von z#, entwirft, wird ein Flächenstück sein, dessen 
90 

„um a als 


Mittelpunkt beschriebenen Kreises verläuft, und welches daher das Innere 
desselben Kreises vollständig schlicht bedecken muß, weil jedenfalls /„(2]) 


’ 


h 
3 





vollständige Begrenzung außerhalb des mit dem Radius 


sich von a um weniger als -—,- unterscheidet und folglich in dem erwähnten 


Kreise liegt. Auf dieselbe Weise ergibt sich, daß das Bild, welches die 
Funktion f,(z,) von der Kreisfläche #, entwirft, die genannte Kreisfläche 
vom Radius $_’ vollständig bedeckt. Das ist aber ein Widerspruch gegen 
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die Tatsache, daß /,(z,) niemals an zwei voneinander verschiedenen Stellen 
des Bereichs B, einen und denselben Wert annimmt. 

Es steht mithin jetzt fest, daß die Grenzfunktion f,(z,) in B, 
keinen Wert mehr als einmal annimmt und also ein schlichtes Bild des 
Bereichs B, auf ein Flächenstück innerhalb des Einheitskreises liefert. 
Daß dieses Flächenstück das ganze Innere des Einheitskreises ist, bedarf 
noch einer weiteren Prüfung. 

Zum Zwecke dieses Nachweises wird ein Kreis X, mit dem Radius 
r<<1 und dem Nullpunkt als Mittelpunkt innerhalb des Einheitskreises 
konstruiert. r kann dabei insbesondere beliebig nahe an 1 gewählt sein. 
Um zu zeigen, daß das von /„(2,) entworfene Bild des Bereichs B, die 
Fläche des Einheitskreises vollständig ausfüllt, wäre der Nachweis zu führen, 
daß es jede Kreisfüche K, vollständig bedeckt. Um dieses nun zu er- 
kennen, gehen wir in der Folge der Näherungsfunktion f,(2,) und damit 
der Näherungsbereiche B, soweit, daß B, und folglich alle Bereiche mit 
höherem Index die Fläche des Kreises X, vollständig enthalten. Sei B,, 
der erste, so bestimmte Bereich ın der Folge, dessen Begrenzung übrigens 
mit X, keinen Punkt gemeinschaftlich haben soll. Wir konstruieren in 
B 


N, 


Kreislinie Ä, entspricht in B, eine geschlossene. reguläre analytische 


einen mit Ä, konzentrischen Kreis X, mit einem Radius r’>r. Der 


Linie Z, welche einen Teilbereich von B, begrenzt. Es ist nun einleuch- 
tend, daß das Bild, welches die Funktion f,(z,) von der Linie ZL ent- 
wirft, eine Kurve innerhalb des Einheitskreises sein wird, welche ganz 
außerhalb von X, verläuft. Die Fläche B, wird daher notwendig auf 
einen schlichten Teilbereich des Einheitskreises abgebildet, der die Kreis- 
fläche X, vollständig enthält. Denn dieser Bildbereich hat ja innerhalb 
K, keine Grenzpunkte. 


C. Zweiter Teil. 


Konforme Abbildung des allgemeinsten zweifach zusammenhängenden Bereichs 
auf die Fläche eines Kreisrings. 


| $ 6. 
Abbildung von Kreisringflächen aufeinander. 


Wir verstehen unter einem Äreisring einen zweifach zusammen- 
hängenden Bereich, welcher von zwei zueinander konzentrischen Kreisen, 


25* 
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einem äußeren und einem inneren, begrenzt wird. Einen solchen Kreis- 
ring nennen wir einen einfach ausgearteten Kreisring, wenn der innere oder 
äußere Begrenzungskreis sich auf einen Punkt reduziert, der dann der 
Mittelpunkt bzw. der unendlich ferne Punkt wäre. Wir nennen ihn zwer- 
fach ausgeartet, wenn beide Kreise sich auf Punkte reduzieren, etwa auf 
den Nullpunkt als den inneren und den unendlich fernen Punkt als äußeren 
Begrenzungskreis. Eifen nicht ausgearteten Kreisring bezeichnen wir auch 
als gewöhnlichen Kreisring. 

| Wir untersuchen zunächst die Frage der eineindeutigen konformen 
Abbildung zweier Kreisringe aufeinander bzw. auf sich selbst, wobei wir 
eine solche Abbildung in der Voraussetzung immer nur für die inneren 
Punkte (nicht Grenzpunkte) des Bereichs erklärt denken. 

Wir zeigen zunächst, daß die drei Typen im Sinne der konformen 
Abbildung nicht aufeinander bezogen werden können, d. h.: Es ist un- 
möglich, einen gewöhnlichen Kreisring auf einen ausgearteten Kreisring 
abzubilden, und es ist unmöglich, einen einfach ausgearteten Kreisring auf 
einen zweifach ausgearteten Kreisring abzubilden. 

Gehen wir etwa vom zweifach ausgearteten Kreisring aus und be- 
zeichnen wir mit 2’=f(z) eine analytische Funktion, durch deren Ver- 
mittelung dieser Kreisring eineindeutig konform auf einen einfach ausge- 
arteten Kreisring mit dem Nullpunkt als isoliertem Begrenzungspunkt oder 
auf einen gewöhnlichen Kreisring abgebildet wird. Wir betrachten dann 
die sich ergebende Funktion 2’= gy(£), wenn man setzt leg2={[. Die 
Funktion Y(&) ist eine für alle endlichen 5 regulär erklärte analytische 
Funktion, welche dem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen 
Schranke bleibt. Eine solche Funktion muß sich auf eine Konstante re- 
duzieren*). 

Es bleibt noch die Unmöglichkeit der konformen Abbildung eines 
gewöhnlichen Kreisrings auf einen einfach ausgearteten Kreisring zu; zeigen. 
Es werde zu dem Zwecke die Existenz einer derartigen Abbildungsfunktion 
z’ = f(z) angenommen, und zwar möge 2 im einfach ausgearteten, 2’ im 
gewöhnlichen Kreisringe variieren. Wir setzen &=logz und Z’=log 2’ und 
betrachten die Funktion &’= p(£), welche eine konforme Abbildung einer 


*, Vgl. oben S. 181. 
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Halbebene auf einen Parallelstreifen vermittelt. Der Charakter der Ab- 
bildung ist, wenn wir die Halbebene als die linke Halbebene, den Parallel- 
streifen jedoch- parallel zur Achse des Imaginären, und zwar von der Achse 
des Imaginäreh selbst und einer Parallelen links im Abstande n begrenzt 
annehmen, von der Art, daß jedesmal, wenn der reelle Teil von { negatıv 
unendlich groß wird, der reelle Teil von £’ sich unbegrenzt — rı nähert und 


umgekehrt. Bildet man jetzt den Parallelstreifen mittelst der Funktion 
1 [4 
Z = Prie auf die obere Halbebene ab, so wird Z’(C) eine Funktion, welche 


eine Halbebene in eine Halbebene transformiert, also eine lineare Funktion, 
welche wegen des geschilderten, auf die neuen Verhältnisse sofort über- 
tragbaren Abbildungscharakters dem Punkte = w alle Punkte der negativ 
reellen Z’-Halbachse entsprechen lassen müßte, was sinnwidrig ist. 


Zum Schlusse bleibt zu zeigen, daß zwei gewöhnliche, konzentrisch 
liegend vorgestellte Kreisringe dann und nur dann eineindeutig aufeinander 
abbildbar sind, wenn sie dasselbe Radienverhältnis besitzen, und daß ın 
einem solchen Falle die Abbildung entweder eine gewöhnliche Ähnlichkeits- 
transformation mit dem Mittelpunkt als Fixpunkt ist oder eine mit 
einer Spiegelung an irgendeinem konzentrischen Kreise zusammengesetzte 
indirekte Ähnlichkeitstransformation, die ihrerseits den Mittelpunkt fest 
läßt, welcher im folgenden mit dem Nullpunkte zusammenfallend ange- 
nommen werde. 


Zum Beweise können wir annehmen, daß bei einer vorgestellten 
Abbildung der beiden gewöhnlichen Kreisringe durch eine Funktion z’ = f(2) 
der äußere Kreis dem äußeren, der innere dem inneren entsprechen möge 
ın dem Sinne, daß jeder unbegrenzten Annäherung an den äußeren Kreis 
des 2-Kreisringes eine unbegrenzte Annäherung an den äußeren Kreis des 
z’-Kreisringes entspreche und das Analoge für die inneren Begrenzungskreise 
gilt. Wäre dies nicht der Fall, so brauchen wir nur mit dem einen Kreis- 
rınge eine lineare Transformation vorzunehmen, bestehend aus einer Spiege- 
lung an einem Begrenzungskreise mit nachfolgender Spiegelung an der 
Achse des Reellen. Wir können weiter annehmen, daß bei beiden Kreis- 
ringen der äußere Begrenzungskreis der Einheitskreis ist. Gehen wir jetzt 
wieder zu den Größen &=logz und ©’ = log2’ über, so ergeben sich als 
Bilder der Kreisringe zwei Parallelstreifen zur Achse des Imaginären von 
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der Breite logg bzw. logg’, wenn g und g’ die Radien der inneren Be- 
grenzungskreise sind. Diese beiden Streifen erscheinen nun durch eine 
konforme Abbildung, und zwar in der Weise aufeinander bezogen, daß 
die beiden unendlich fernen Zipfel des einen Streifens den beiden unend- 
lich fernen Zipfeln des andern entsprechen, und zwar der obere dem oberen, 


‚» 


der untere dem unteren. Die Funktion Z=e "*® und Z’=e ” ver- 
mitteln konforme Abbildungen der beiden Streifen auf die untere Z- bzw. 
Z’-Halbebene, und wir haben nun eine eineindeutige Beziehung dieser 
Halbebenen aufeinander, welche so beschaffen ist, daß der unbegrenzten 
Annäherung an den Nullpunkt die unbegrenzte Annäherung an den Null- 
punkt entspricht und das Analoge für den unendlich fernen Punkt gilt. 
Das heißt aber, daß die Funktion Z’(Z), die doch nun eine reelle lineare 
Funktion sein muß, die Form Z’=cZ hat, unter c eine reelle positive 
Konstante verstanden. Dies ergibt nun sofort die Beziehung der beiden 
Kreisringe aufeinander in der Gestalt 
(*) 2 = (0, 
wobei Ü eine Konstante ist und « den reellen positiven Wert er 7 hat. 


Nun ist aber klar, daß im vorliegenden Falle «= 1 sein muß, weil einer 
einfachen Umlaufung des Nullpunktes der z-Ebene eine einfache Umlaufung 
desselben in der z2’-Ebene entsprechen soll. Damit ist der Beweis zu 
Ende geführt. 

Es ist von Interesse, noch einen anderen Beweis des letzten Satzes, 
insbesondere mit Bezug auf die gewöhnlichen Kreisringflächen, kennen zu 
lernen, welcher ebenfalls rein funktiontheoretisch verläuft und vollständig 
auf den Prinzipien der Potenzreihen aufgebaut ist, insbesondere den Inte- 
gralbegriff nicht benutzt. Wir betrachten die Funktion log 2’ = X log (z’) 
als Funktion ım 2-Kreisringe.. Sie nimmt auf dem KEinheitskreise den 
Wert Null, auf dem inneren Begrenzungskreise den Wert logg’ an. 


Dasselbe tut die Funktion ni log 2). Die Differenz wäre demnach in 


dem z-Kreisringe eindeutig und auf beiden Begrenzungslinien Null. Dann 
müßte diese Differenz sich notwendig auf den konstanten Wert Null redu- 
zieren, weil der reelle Teil einer analytischen Funktion an einem regulären 
Punkte kein Maximum oder Minimum haben kann. Hieraus ergibt sich 
nun sofort wieder die obige Formel (x). | 
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Die vorstehende Beweismethode ist in folgender Weise auch zum 
Nachweise der Unmöglichkeit der konformen Abbildung eines gewöhnlichen 
Kreisringes auf einen einfach ausgearteten Kreisring brauchbar. Von 
beiden Kreisringflächen wird angenommen, daß sie den Einheitskreis als 
äußeren Begrenzungskreis haben und daß der Annäherung an diesen 
äußeren Kreis in einem Kreisring die Annäherung an denselben im anderen 
entspricht. Wird der im gewöhnlichen Kreisring varıerende Punkt mit z 
bezeichnet, der vorgestellte Bildpunkt des ausgearteten Kreisrings mit z’, 
so ist die Größe log |2’ eine im z-Kreisringe eindeutig erklärte Funktion, 
die auf dem Einheitskreise verschwindet, auf dem inneren Begrenzungs- 
kreise vom Radius g jedoch negativ unendlich wird. Dasselbe gilt von 


Een BR . 
der Funktion = log 2’, wenn unter n eine positive ganze Zahl verstanden 


wird. Bilden wir nun die Funktion 
1 ‚ 
z log|z’j—log z. 


Dieselbe ist im gewöhnlichen Kreisring eindeutig und nimmt auf dem 
äußeren Kreisringe den Wert Null an, auf dem inneren jedoch wird sie negativ 
unendlich, woraus folgt, daß sie im ganzen z-Kreisringe negativ ıst. Also wäre 


n log 2’ <.log z 


für jede Wahl von n. Das ist aber sinnwidrig, weil die Größe links für unbe- 
grenzt wachsendes n und festgehaltenes z und damit 2’ unendlich klein wird. 

Mit der Frage der konformen Abbildung zweier Kreisringflächen auf- 
einander ist auch die Frage nach allen konformen Abbildungen eines 
Kreisrings auf sich selbst erledigt. Wir erkennen nach der obigen ersten 
Beweismethode, für welche der Übergang zu den Größen Z und £’ charak- 
teristisch war, daß die konforme Abbildung im Falle des einfach ausge- 
arteten Kreisrings die Form hat 2’= az, wobei noch a4 =1 ist, im Falle 
des zweifach ausgearteten Kreisrings entweder die Form z2’=a-2 oder die 


Form 7’= — wobei a eine beliebige reelle oder komplexe Zahl ist. im 


Falle des gewöhnlichen Kreisrings mit den Radien ge, und go, schließlich 


entweder die Form 2’= az, wobei wieder a =1 sein muß, oder die Form 


= a, wobei wiederum a =1 sein muß. Geometrisch bedeutet die 


„ 
- 


01’ 


Transformation z’= - ;„ die Ausführung einer Spiegelung am Kreise vom 
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Radius Vg,0, (Symmetralkreis des Ringes) mit darauffolgender Spiegelung 
an der Achse des Reellen. 

Übrigens bietet sich zur | rledigung der Frage nach den konformen 
Abbildungen eines gewöhnlichen) Kreisrings auf sich selbst noch der be- 
sonders einfache Weg dar: Man bringe die Frage zunächst auf den Fall, 
daß innerer und äußerer Kreis sich selbst entsprechen. Der Quotient 







ildungsfunktion 2’= f(z) bekommt dann 


’ 


/ für eine angenommene Ab 


I 
N 
I 
| 


R 


auf beiden Begrenzungskreisen den Wert 1; es ist also ——- eine Konstante 


IS 


vom absoluten Betrage 1. 
Handelt es sich nochmals um die weitergehende Frage der konformen 


| Abbildung eines gewöhnlichen Kreisrings (2-Ebene) auf einen andern ge- 
wöhnlichen Kreisring (2’-Ebene), so kann man nun folgendermaßen schließen. 
Dem Symmetralkreise des z-Kreissrings muß der Symmetralkreis des 
z'’-Kreisrings entsprechen, weil die Spiegelung des z-Kreisringes am Sym- 
metralkreise sich auf den z’-Kreisring als eine indirekt konforme Abbildung 
desselben auf sich selbst überträgt, welche sich wegen der dabeı eintre- 
tenden Vertauschung der Begrenzungslinien nach dem unmittelbar vorher 
Bewiesenen in der Tat als eine Transformation durch reziproke Radien 
am Symmetralkreise des z2’-Ringes ergibt. Nunmehr kann man jeden der 
vier Ringe, in welche die ursprünglich betrachteten Kreisringe durch die 
Symmetralkreise zerlegt sind, wieder durch den ihm zugehörenden Symme- 
tralkreis in zwei Ringe zerlegen, wieder das Entsprechen der Symmetral- 
kreise in Original- und Bild-Ebene schließen und so in inf. fortfahrend 


schließen, daß 2’ = 2“ ist usw. 


8 7. 


Abbildung des allgemeinsten schlichten, zweifach zusammenhängenden Bereichs 
auf die Fläche eines Kreisrings. 


Es handelt sich nunmehr um den Nachweis der Möglichkeit der 
konformen Abbildung eines beliebig vorgelegten, zweifach zusammenhängen- 
den Bereichs auf die Fläche eines Kreisrings. 

Sei B ein solcher Bereich, über dessen Begrenzung wir jedoch 
keinerlei Voraussetzungen machen. Eine Grenze oder beide Grenzen können 
sich auch auf einen Punkt reduzieren (einfach bzw. zweifach ausgearteter 
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Bereich). Gewisse Vereinfachungen können wir auf elementare Weise sofort 
erzielen. Sind beide Grenzen des Bereichs Punkte, so bringen wir sie 
durch eine lineare Transformation nach Null und &. Ist nur eine Grenze 
ein Punkt, die andere jedoch nicht, so können wir den einfach zusammen- 
hängenden Bereich, welcher entsteht, wenn man den isolierten Grenzpunkt 
zum Bereiche hinzunimmt, durch lineare Transformation, nötigenfalls unter 
Hinzunahme einer Quadratwurzeloperation, in einen Bereich verwandeln, 
der ganz in einem endlichen Bezirke, z. B. innerhalb des Einheitskreises 
enthalten ıst. Dabei können wir es gleichzeitig so einrichten, daß der 
erwähnte isolierte Grenzpunkt der Nullpunkt wird. Liegt schließlich ein 
gewöhnlicher Bereich B vor (keine Begrenzungslinie reduziert sich auf einen 
Punkt), so können wir zunächst denjenigen, B enthaltenden einfach zu- 
sammenhängenden Bereich, welcher aus B entsteht durch Weglassung der 
einen Begrenzungslinie, in einen Bereich verwandeln, der ganz innerhalb 
des Einheitskreises liegt. Dabei geht B in einen Bereich B’ über, der 
ebenfalls ganz innerhalb des Einheitskreises liest, und nunmehr können 
wir die innere Begrenzungslinie von B’ analog behandeln, indem wir 
den durch das Unendliche gehenden einfach zusammenhängenden Be- 
reich, welcher aus B’ durch Weglassung der äußeren Begrenzungslinie ent- 
steht, mittelst einer linearen Transformation unter eventueller Hinzunahme 
einer Quadratwurzeloperation auf einen Bereich abbilden, der innerhalb 
des Einheitskreises liegt. Das Ergebnis ist, daß der Bereich jetzt in der 
Weise vereinfacht erscheint, daß der Nullpunkt und der unendlich ferne 
Punkt äußere Punkte (auch nicht Begrenzungspunkte) des Bereichs sind 
und durch den Bereich selbst voneinander getrennt werden. 

Man kann in folgender Weise noch einen Schritt weitergehen, wenn 
man die konforme Abbildung des allgemeinsten einfach zusammenhängenden 
Bereichs auf die Fläche eines Kreises benutzt. Anstatt die angegebenen 
elementaren Operationen auszuführen, ersetzt man dieselben direkt durch 
Kreisabbildungen der betreffenden, oben in Betracht gezogenen, einfach 
zusammenhängenden Bereiche. Alsdann wird das Resultat ein Bereich 
sein, der im Falle des gewöhnlichen Bereichs von einem Kreise und einer 
geschlossenen, regulären, analytischen Linie begrenzt wird. Im Falle des 
einfach ausgearteten Bereichs gelangen wir in der angegebenen Weise direkt 


zum einfach ausgearteten Kreisring. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 4. 26 
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Im Falle des gewöhnlichen Bereichs gelangen wir unter Berufung 
auf das Hauptresultat des ersten Abschnittes folgendermaßen zum ge- 
wünschten Ziele der Abbildung des Bereichs auf einen gewöhnlichen 
Kreisring. 

Wir wählen irgend zwei Punkte a. und b auf den Begrenzungs- 
linien, a auf der einen, 5b auf der anderen, und b.lden den Bereich mittelst 


2—U 


der Funktion log _— ab. Diese Abbildung wird, da die Funktion log — , 


unendlich-vieldeutig ist, zweckmäßig aufgefaßt als eine eineindeutige kon- 
forme Abbildung des über B befindlichen Teiles & der einfach zusammen- 
hängenden Riemannschen Fläche des Logarithmus auf ein einfach zusam- 
menhängendes schlichtes Gebiet 2. In der Tat ist 2 ebenfalls ein 
einfach zusammenhängendes Flächenstück. Der sich ergebende Bereich &’ 
wird nicht nur von einem Punkte begrenzt. Man kann daher &’ einein- 
deutig konform auf das Innere des Einheitskreises und diese Fläche durch 
lineare Transformation auf die obere Halbebene abbilden. Die Abbildungs- 
funktion, welche den Bereich B auf die erwähnte Halbebene abbildet, 
heiße t(z). Einem vollständigen Umlauf im Bereiche B entspricht eine 
Transformation der oberen t-Halbebene in sich, also eine reelle lineare 
Transformation, welche jedenfalls keinen Fixpunkt in der oberen Halbebene 
hat, daher durch reelle lineare Substitution der Abbildungsfunktion t£(2) 
entweder auf die Form !’’=ct mit c als einer reellen positiven, von 1 
verschiedenen Konstanten, oder auf die Form !!=t+2n gebracht 
werden kann. 

Im ersten Falle kann man von der t-Halbebene mit Hilfe der 
Funktion 7=logt auf die Fläche eines Parallelstreifens parallel zur Achse 
des Reellen übergehen, und es entspricht dann dem Übergange von t zu !’ 


der Übergang von z zu ’=r-+loge, wobei loge reell zu wählen ist. 
Zni 


Jetzt würde der gefundene Parallelstreifen mit Hilfe der Funktion 2’ = e'"** 3 
abgebildet, welche Funktion gewissermaßen eine Aufwickelung des Parallel- 
streifens über der Fläche eines Kreisringes bewirkt, wobei zwei Punkte 
dann und nur dann zur Deckung kommen, wenn ihr Unterschied ein 
positives oder negatives Vielfaches von log c ist. Das bedeutet aber, daß die 
Funktion 2’(2), die jetzt gefunden ist, eine eineindeutige konforme Abbil- 
dung des Inneren von B auf das Innere eines gewöhnlichen Kreisringes bewirkt. 
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Im zweiten Falle bilden wir 2’=e” und erhalten eine eineindeutige 
Abbildung des Bereichs B auf die Fläche eines einfach ausgearteten Kreis- 
rings. Dies ist aber, insofern als wir gegenwärtig einen nicht ausgearteten 
Bereich B voraussetzen, unmöglich, wie sich durch Hinweis auf den Satz 
ergibt, daß eine in der Umgebung einer Stelle reguläre und beschränkte 
analytische Funktion sich auch noch an dieser Stelle regulär verhält. 
Im Rahmen unserer Betrachtungsweise bietet sich indes folgende, von jenem 
Hilfssatze keinen Gebrauch machende Beweisführung als eine naturgemäße dar. 

Den Bereich B transformieren wir nach der oben bezeichneten 
Methode so, daß seine äußere Begrenzungskurve der Einheitskreis ist und 
der Nullpunkt weder dem Innern noch der Grenze angehört. Sei z ein 
in B variabler Punkt. Bei der Abbildung auf den ausgearteten Kreisring 
(0 < 2° <-1) durch die Funktion z’(z) möge der inneren Begrenzungslinie von 


B der isolierte Grenzpunkt, nämlich z2’= 0, entsprechen. Dann ist - log 2’ 


in B regulär und eindeutig und wird bei Annäherung an die innere Be- 
grenzungslinie von B bestimmt negativ unendlich. Nun ergibt sich, wie 
oben $S. 198, daß 


£ log 2’ <-log z 


ist für jedes ganzzahlige positive n, daß daher log z überall im Bereich B 


den Wert Null haben müßte. 
Wir haben somit jetzt das Resultat: 


Satz I. Jeder gewöhnliche oder einfach ausgeartete oder zweifach 
ausgeartete, zweifach zusammenhängende Bereich B läßt sich eineindeutig 
und konform und, abgesehen von einer linearen Transformation, nur auf 
eine Weise auf die Fläche eines Kreisringes abbilden, welcher bzw. ein 
gewöhnlicher, einfach ausgearteter oder zweifach ausgearteter Kreisring ist. 

Satz Il. In jedem zweifach zusammenhängenden schlichten Be- 
reich B läßt sich eine im Inneren desselben reguläre von der einen Be- 
grenzung zur anderen führende analytische Linie (Querschnitt) auf unend- 
lichviele Weisen so bestimmen, daß der dadurch entstehende, einfach 
zusammenhängende Bereich B’ auf die Fläche eines Halbkreisringes oder 
eines Halbparallelstreifens, oder schließlich eines Parallelstreifens (d. i. ganzen 
Parallelstreifens) abgebildet werden kann, dessen, dem Querschnitte ent- 


sprechende Randstücke im ersten Falle zwei durch eine homothetische 
26” 
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Transformation mit dem Mittelpunkt des Kreisringes als Zentrum aufein- 
ander bezogene Halbkreise sind, im zweiten und dritten Falle zwei durch 
Parallelverschiebungen vertikal zur Längsachse des Parallelstreifens aufein- 
ander bezogene Halbgeraden bzw. Geraden. Die betreffenden Abbildungs- 
funktionen sind bis auf eine Ähnlichkeitstransformation bestimmt, wenn 
im ersten Falle noch festgesetzt wird, welchem Durchlaufungssinne des 
Bereichs B der Übergang vom inneren zum äußeren Begrenzungshalbkreise 
entsprechen soll. Siehe die Figuren. 


m 





HR, 
HN 
UA / 
F j 4 [2 1 [3 Wu 

Fig. 2. 

















Wir vermerken noch den folgenden, durch die vorstehenden Über- 
legungen ohne Zuhilfenahme der Laurentschen Reihe oder des Cauchyschen 
Integrals erwiesenen Satz: 

Satz III: Wird eine schlichte Umgebung U eines Punktes z, (exkl. 2, 
selbst) eineindeutig konform auf ein Gebiet U” abgebildet, so verhält sich 
die Abbildung auch noch ım Punkte 2, selbst regulär, oder es besitzt 
die Abbildungsfunktion im Punkte z, eine Unendlichkeitsstelle erster 
Ordnung. 

Unser Beweis würde sich so gestalten. Sei f(z) die Abbildungs- 
funktion. Dann können wir durch Beschränkung auf eine hinreichend 
kleine Umgebung der Stelle 2, bzw. ev. durch eine lineare Transformation 
von f(z) erreichen, daß die Funktion 2’= f(z) beschränkt ist, mithin das 
Gebiet U’ in einem endlichen Bezirke enthalten ist. Ferner können wir 
annehmen, daß die innere Begrenzung des zweifach zusammenhängenden 
Bereichs U, d. i. der Punkt 2,, der inneren Begrenzung von Ü’ entspricht. 
Sei nun K ein in U verlaufender Kreis mit 2, als Mittelpunkt, K’ die 
Bildkurve von K ın U’. Wir bilden den von K’ umschlossenen, einfach 
zusammenhängenden Bereich auf die Fläche des Einheitskreises ab ver- 
mittelst einer Funktion Z’(z’), wobei der nach außen durch K’. begrenzte 
Teil von U’ in einen zweifach zusammenhängenden, nach außen vom Ein- 


heitskreise begrenzten Bereich U” übergeht, von dem angenommen werden 
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kann, daß.er den Nullpunkt weder in seinem Innern noch auf seiner Be- 
grenzung enthält. Die Funktion z(Z’) bildet U’ auf einen ausgearteten 
Kreisring ab, was nach den Betrachtungen $. 202 nur möglich ist, wenn 
die innere Begrenzungslinie von U” sich auf einen Punkt reduziert, so daß 
nun 2(Z’) die Abbildung zweier ausgearteten Kreisringe aufeinander ver- 
mittelt, folglich eine lineare Funktion ist. 


D. Dritter Teil. 


Die Ränderzuordnung bei konformer Abbildung. 


8 8. 


Verhalten der Abbildungsfunktion längs geschlossener requlärer, analytischer 
Begrenzungslinien. 

Es seien Ü und 0’ zwei geschlossene reguläre, ganz im Endlichen 
verlaufende analytische Linien, die eine in der z-Ebene, die andere in der 
z-Ebene. Es sei ferner bekannt, daß ein an C anschließender, zweifach 
zusammenhängender Flächenstreifen eineindeutig konform auf einen an (’ 
anschließenden Flächenstreifen abgebildet sei mittelst einer Funktion 
z' = f(z), von welcher jedoch nicht als bekannt vorausgesetzt wird, daß 
sie sich auf der Linie C selbst noch regulär oder auch nur stetig verhält. 
Wir wollen beweisen, daß die Funktion f(z) tatsächlich auf der Linie C 
regulär ist, und daß folglich die analytische Fortsetzung der Funktion f(z) 
über C hinaus derart stattfindet, daß je zwei in bezug auf Ü im Schwarzschen 
Sinne spiegelbildlich symmetrischen Punkten der z-Ebene zwei in bezug 
auf ©” spiegelbildlich symmetrische Punkte entsprechen. 

Zum Beweise möge angenommen werden, daß die betrachteten 
Flächenstreifen im Inneren der Kurven € bzw. ©’ liegen. Wir beschränken 
uns jetzt in unserer Betrachtung auf so schmale Flächenstreifen S und $’, 
daß es möglich ist, dieselben als solche an © bzw. an ©’ zu spiegeln, so 
daß sich wieder zwei schlichte Flächenstreifen ergeben. Die beiden zu- 
einander spiegelbildlichen Flächenstreifen der z2-Ebene bilden zusammen, 
unter Hinzunahme der Linie © zum Inneren, einen zweifach zusammen- 
hängenden Bereich B. In derselben Weise erhalten wir in der z’- Ebene 
einen zweifach zusammenhängenden Bereich B’. Wir machen nun eine 
konforme Abbildung des Bereichs B auf einen Kreisring K mittelst einer 
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Funktion &(z). Analog wird durch eine Funktion 5’(2’) der Bereich B’ 
auf einen Kreisring K’ abgebildet. Es ist nun hervorzuheben, daß bei 
den erwähnten Abbildungen den Linien C und Ü’ jedesmal ein mit dem 
betreffenden Kreisring konzentrischer Kreis (der Symmetralkreis des Ringes) 
entspricht, dessen Radius gleich der Quadratwurzel aus dem Produkt der 
Radıen des betreffenden Kreisringes ist. Es überträgt sich nämlich die 
ın B definierte Spiegeltransformation, welche C fest läßt, in eine gewisse 
Spiegeltransformation, welche das Innere des Kreisringes in sich überführt 
und eine gewisse Kurve x fest läßt. Nach den Entwickelungen des $ 6 
ıst es klar, daß es sich hier nur um eine Transformation durch reziproke 
Radıen an dem Symmetralkreise handeln kann. Wir haben somit unsere 
ursprünglichen Flächenstreifen innerhalb © bzw. C” durch die Funktionen 
£ (z) und £’(2’) jede auf einen Kreisring, X und K’, mit x bzw. #’ (Symmetral- 
kreis von K bzw. K’) als umschließendem Begrenzungskreis abgebildet, 
und zwar in der Weise, daß dabei den Kurven ©’ und C” in regulärer 
Weise die Kreise x bzw. #’ entsprechen. Da nun die beiden Flächen- 
streifen S und 8’ durch eine Funktion f(z) eineindeutig aufeinander be- 
zogen waren, so ergibt sich eine entsprechende eineindeutige Beziehung 
der Kreisringe K und K’, welche folglich linear ist (nach $ 6), und welche 
somit auch auf den Kreislinien x und x’ regulär erklärt ist. Dies über- 
trägt sich aber nun rückwärts auf die Linien C und C’, welche jetzt 
durch f(z) in regulärer Weise aufeinander bezogen erscheinen. 

Hiermit ist die Frage der Ränderzuordnung bei konformer Abbil- 
dung eines einfach oder zweifach zusammenhängenden Bereichs im Sinne 
regulären analytischen Verhaltens der Abbildungsfunktion entschieden für 
älle einfach und mehrfach zusammenhängenden Bereiche, welche von ge- 
schlossenen analytischen Linien begrenzt sind, deren Inneres (exkl. der 
Begrenzungen) in eineindeutiger Weise konform wieder auf Bereiche der- 
selben Begrenzungsform abgebildet vorausgesetzt wird. | 


8 9. 
Verhalten der Abbildungsfunktion längs regulärer analytischer 


Begrenzungsstücke. 


Wir wollen die Frage der Ränderzuordnung bei konformer Abbil- 
dung einfach zusammenhängender Bereiche weiterverfolgen. Die Frage 
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wird damit übrigens von selbst auch für mehrfach zusammenhängende 
Bereiche klargestellt, weil man jeden mehrfach zusammenhängenden Be- 
reich mit p+ 1 Begrenzungslinien durch p-+ 1 Operationen, deren jede 
einzelne eine konforme Abbildung eines‘ einfach zusammenhängenden Be- 
reichs auf eine Kreisfläche darstellt, auf einen Bereich mit p+1 ge- 
schlossenen regulären Linien abbilden kann. Unser besonderes prinzipielles 
Interesse wird sich darauf“ zu richten haben, die Ränderzuordnungsfrage 
ohne Hinzuziehung des Integralbegrifis rein potenzreihentheoretisch zu 
erledigen. 

Wir fassen zunächst den Fall eines schlichten Bereichs B ins Auge, 
welcher ein geradliniges Begrenzungsstück s hat von der Art, daß bei 
Spiegelung des ganzen Bereichs B an dem Begrenzungsstück s sich ein 
Bereich B’ ergibt, der zusammen mit B einen neuen ebenialls schlichten, 
einfach zusammenhängenden Bereich B” bildet. Wir wollen zeigen, daß 
die Abbildungsfunktion {= f(z), welche die konforme Abbildung des 
Inneren des Bereichs B auf das Innere des Einheitskreises leistet, sich 
auf der ganzen Strecke s, exkl. deren hier nicht zu betrachtende End- 
punkte, regulär verhält. Der Gedanke der Beweisführung besteht darin, 
die Abbildung des Bereichs B auf den Z-Einheitskreis in neuer Weise her- 
zustellen, und zwar in einer Form, bei welcher dıe Regularität der neuen 
Abbildung auf der Strecke s sofort evident wird*). Diese neue Abbildung 
kann sich ja von der eigentlich zu untersuchenden nur durch eine lineare 
Transformation unterscheiden wegen des für das Abbildungsproblem geltenden 
Unitätssatzes. 

Wir bilden den Bereich B’” auf die Fläche des Einheitskreises ab. 
Bei dieser konformen Abbildung entspricht der Spiegelung des Bereichs B’ 
in bezug auf die Strecke s in der Z-Ebene eine analytische Spiegelungs- 
transformation, welche die Fläche des Einheitskreises eineindeutig in sich 
transformiert und eine gewisse Linie o, nämlich das Bild von s, fest läßt. 
Nun ist klar, daß die erwähnte Transformation eine Transformation durch 
reziproke.Radien ist, und daß daher o ein den Einheitskreis in zwei Kreis- 
bogenzweiecke zerlegender Orthogvnalkreisbogen ist. Zur näheren Begrün- 
dung kann man annehmen, daß o die Achse des Reellen im Nullpunkte 





*) Vgl. ©. Caratheodory, Math. Ann. Bd. 73, S. 313 u. 314. 
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berührt. Setzt man nun die zu untersuchende Spiegelung an o mit einer 
nachfolgenden Spiegelung an der Achse des Reellen zusammen, so ergibt 
sich eine konforme Abbildung des Einheitskreises auf sich selbst, welche 
den Nullpunkt und die Richtung der positiv-reellen Halbachse im Null- 
punkt fest läßt, also mit der identischen Abbildung zusammenfällt. Das- 
jenige der genannten Kreisbogenzweiecke, welches dem Gebiet B entspricht, 
bilden wir elementar auf die Fläche des Einheitskreises ab, wobei o in 
ein bestimmtes Stück der Peripherie regulär transformiert wird. Damit 
aber ist das Resultat gewonnen. Wir haben eine konforme Abbildung 
von B auf das Innere des Einheitskreises angegeben, bei welcher der 
Strecke s ein bestimmtes Stück der Peripherie in regulärer Weise entspricht. 

Besitzt die Strecke s in bezug auf den Bereich B nicht die Eigen- 
schaft, daß B” wieder ein die Ebene schlicht bedeckender, einfach zusammen- 
hängender Bereich ist, so können wir dies doch sofort durch eine Quadrat- 
wurzeloperation bewirken, indem wir die längs s aufgeschlitzt vorgestellte 
Vollebene auf eine Halbebene abbilden, wobei B in einen neuen Bereich B 
der gewünschten Art übergeht. 

Besitzt der Bereich B einen Kreisbogen als Begrenzungsstück, so 
werden wir durch eine lineare Transformation, bei welcher der Kreisbogen 
in eine geradlinige Strecke übergeht, auf den vorhergehenden Fall zurück- 
geführt. 

Jetzt betrachten wir den Fall eines regulären analytischen Be- 
grenzungsstücks s. Mit dem Begriffe des regulären analytischen Be- 
grenzungsstücks ist unmittelbar die Möglichkeit der konformen Abbildung 
eines gewissen, das Stück s einbettenden Flächenstreifens S zu beiden 
Seiten von s auf einen Flächenstreifen S gesetzt, zu beiden Seiten eines 
Stücks s der Achse des Reellen. Den Flächenstreifen 5 denken wir uns 
als ein einfach zusammenhängendes Gebiet, in welchem s verläuft. Die 
Linie s fassen wir übrigens dabei nicht in der Vollständigkeit auf, in 
welcher sie als Begrenzung in Betracht kommt, vielmehr nehmen wir 
von dem betreffenden vollständigen Begrenzungsstück lediglich ein inneres 


Stück, eben unser s, irgendwo heraus. 

Wir führen nun eine konforme Abbildung des Bereichs .B auf die 
Fläche des Einheitskreises wieder schrittweise aus, und zwar so, daß wir 
bei jedem einzelnen Schritte sicher sind, bzw. uns überzeugen können, 
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daß die Abbildung auch noch auf s sich regulär verhält. Wir betrachten 
den einfach zusammenhängenden Bereich B* der 2-Ebene, welcher entsteht, 
wenn man sich diese Ebene lediglich längs s aufgeschlitzt denkt und die 
beiden Seiten von s als vollständige Begrenzung nimmt. Der Bereich 5* 
kann nun jedenfalls auf das Innere des Einheitskreises ($#-Ebene) abgebildet 
werden. Dabei würde B in ein Teilgebiet desselben übergehen, welches 
nun einen Kreisbogen als Begrenzungsstück aufweist. Die ganze Frage 
wird dadurch auf die Frage reduziert, ob die erwähnte Abbildung des 
Bereichs B* auf das Innere des &£-Einheitskreises sich auf s noch re- 
gulär verhält, wobei die Endpunkte von s selbst von dieser näheren Be- 
stimmung des Abbildungscharakters ausgeschlossen bleiben dürfen. Daß 
dies aber nun in der Tat der Fall ist, ergibt sich durch Betrachtung des 
Flächenstreifens S. Dieser Flächenstreifen konnte auf den Flächenstreifen S 
abgebildet werden durch eine Funktion, welche auch noch auf s regulär 
ist. Es fragt sich demnach, ob die hiermit gesetzte Abbildung des 
Flächenstreifens $S auf einen nach außen von der Peripherie des &-Einheits- 
kreises begrenzten Flächenstreifen den gewünschten Charakter der Regu- 
larıtät auf s besitzt. 

Dies letztere ergibt sich aber als unmittelbare Folge des $ 9 be- 
wiesenen Satzes über den Charakter der Abbildung zweier durch ge- 
schlossene reguläre analytische Linien C und C” begrenzter Flächenstreifen 
aufeinander. Kann man doch den Flächenstreifen S sofort in einen 
solchen Streifen verwandeln, indem man elementar die längs s aufgeschlitzte 
Ebene auf das Innere des Einheitskreises abbildet, wobei S in einen 
Flächenstreifen übergeht, der nach außen vom Einheitskreise begrenzt wird. 


$ 10. 


Verhalten der Abbildungsfunktion ın Ecken und Spitzen, die von analytischen 
Kurvenbögen gebildet werden. 


Wir fassen nun weiter den Fall eines Eckpunktes oder einer Spitze 
des Bereichs B ins Auge, welche von zwei in einem Punkte z, endigenden, 
regulären analytischen Begrenzungsstücken s, und s, gebildet werde. Es 
ist nicht nötig vorauszusetzen, daß die Linien s, und s, auch noch im 
Punkte z, regulär analytisch sind; sie brauchen sich vielmehr nur dem 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 4. 27 
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Punkte 2, asymptotisch zu nähern. Den Linien s, und s, entsprechen 
nach $9 zwei Stücke o, und o, der Peripherie des Einheitskreises; die 
Funktion 5=f(z), welche die konforme Abbildung des betrachteten 
schlichten Bereichs B auf die Fläche des Einheitskreises leistet, ist auf 
s; und s, regulär analytisch. Was jetzt bewiesen werden soll, ist, daß 
f(z2) im Punkte 2,, bei beliebig vorgestellter Annäherung an diesen Punkt 
innerhalb der betrachteten Ecke bzw. Spitze, stetig ist. Man bemerkt, 
daß es zum Zwecke dieses Nachweises wesentlich genügt, darzutun, daß 
die beiden Kreisbögen o, und o,, die sich selbstverständlich nicht teil- 
weise überdecken können, in einem und demselben Punkte Z, der Peri- 
pherie des Einheitskreises zusammenstoßen, welcher Punkt dann eben dem 
Punkte z, entsprechen würde. Dies ergibt sich nach einer von Picard 
herrührenden äußerst einfachen und anschauungsmäßig gehaltenen Methode *). 
Wir nehmen an, daß o, und o, nicht zusammenstoßen, sondern in ge- 
trennten Punkten Z, und L&,, beide entsprechend dem Punkte z,, endigen. 
Alsdann können wir um 2, einen Kreis von beliebig kleinem Radius be- 
schreiben und auf diesem Kreise einen s, mit s, verbindenden Kreisbogen 
auswählen, welcher nun ein Stück der Ecke bzw. Spitze von beliebig 
kleinem Maximaldurchmesser abgrenzt. Übertragen wir diese Vorstellung 
in die {-Ebene, so erkennen wir, daß die Funktion z2({) sich längs des 
ganzen Peripheriestückes von Z, bis £, stetig dem konstanten Werte 2, 
nähert und sich folglich überhaupt auf eine Konstante reduziert, gemäß 


dem folgenden Hilfssatze. (Hilfssatz I). 


Satz von Schwarz: Ist F(z) eine oberhalb eines Stückes a...b 
der Achse des Reellen in einem gewissen anschließenden Flächen- 
streifen regulär erklärte analytische Funktion von der Eigenschaft, bei 
der Annäherung an die Achse des Reellen gleichmäßig einem konstanten 
Werte zuzustreben, so reduziert sich diese Funktion überhaupt auf eine 


Konstante **). — 





*), E. Picard: „Trait& d’analyse“ t. II pag. 277 (I. edition). 

Eine früher (1870) von Schwarz gefundene, nicht näher veröffentlichte Methode, 
die mir auf dem Wege mündlicher Mitteilung bekannt geworden ist, erstreckt sich 
nur auf den Fall, daß s, und s, in 2, selbst noch den Charakter algebraischer Kurven 


besitzen. 
*) H. A. Schwarz: „Zur Integration der partiellen Differentialgleichung 
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Dieser Satz läßt sich ohne Integralbegriff folgendermaßen beweisen. 

Wir nehmen an, daß der erwähnte konstante Wert gleich Null sei, 
was durch Subtraktion derselbigen Konstanten von der Funktion erreicht 
werden kann. Wir denken uns jetzt über einem in @...b enthaltenen 
Intervall der Achse des Reellen als Basis die Fläche H eines Halbkreises 
konstruiert. Das Intervall wird dabei so klein angenommen, daß der 
Halbkreis H ganz in dem Flächenstreifen liegt, in welchem wir die Funk- 
tion F(z) als erklärt betrachten. Nunmehr wird die Fläche des Halb- 
kreises elementar in der Weise auf die Fläche des Einheitskreises einer 
z’-Ebene abgebildet, daß die Endpunkte der Basis des Halbkreises den 
Punkten —1 und +1 entsprechen. Die in die 2’- Ebene überpflanzte 
Funktion F(z) möge mit ?(z’) bezeichnet werden. Diese Funktion wird 
nun längs der unteren Hälfte der Peripherie des Einheitskreises stetig ın 
Null übergehen. Wird nunmehr mit 7(z’) die durch den Ausdruck &(?z’) 
erklärte Funktion bezeichnet, wobei durch die Striche über den Buch- 
staben 2’, ® der Übergang zum konjugiert imaginären Wert angedeutet 
sein soll, so ist die Funktion $(z’). #(z’) eine längs der ganzen Peripherie 
des Einheitskreises stetige in Null übergehende Funktion, welche daher 
nach dem Satze vom Maximum des absoluten Betrages einer regulären 
Funktion identisch verschwinden muß, womit dann $(z’) und F(z) iden- 
tisch verschwinden müßten *). 

Wird die Ecke oder Spitze speziell von Kreisbögen s, und 
s gebildet, so ist es wünschenswert die analytische Natur der Ab- 
bildungsfunktion in dem Punkte z, noch genauer zu bestimmen. Wir 
erreichen dies, indem wir eine von der allgemeinen, soeben entwickelten 
Methode verschiedene und davon unabhängige Methode befolgen. 

Ist zunächst der Winkel, unter welchem s, und s, zusammenstoßen, 
von 0, n und 2n verschieden, so gelangen wir durch lineare Transformation 
zu einer Ecke, gebildet von zwei im Punkte z=0 zusammentreffenden 





ou o?u 


da? ur Er = () unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen“, Ber- 
liner Monatshefte 1870, Ges. Abh. Bd. II. In dieser Abhandlung hat Schwarz über- 
haupt seine auf dem Spiegelungsprinzip der Potentialfunktionen, d. i. auf dem 


Porssonschen Integral beruhenden Beweisgedanken betrefis der Ränderzuordnung bei 
analytischer Begrenzung mitgeteilt. 
*) Vgl. eine analoge Betrachtungsweise in E. Lindelöfs S. 212 zitierter Note. 
97* 


as 
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geradlinigen Strecken, die wir wieder mit s, und s, bezeichnen. Vermittels 
eines Kreises um den Punkt 2= 0 als Mittelpunkt schneiden wir nun vom 
Bereiche B einen Sektor S:ab und diesen bilden wir elementar auf die 
Fläche eines Halbkreises ab. Die Fläche 4 dieses Halbkreises erscheint 
nun, abgesehen vom Basismittelpunkte des Halbkreises, regulär analy- 
tisch auf ein Stück = des Z- Einheitskreises bezogen, wobei insbe- 
sondere die Basis selbst nach Ausschluß ihres Mittelpunktes auf zwei 
getrennte Stücke o, und o, der Peripherie abgebildet wird. Nun folgt 
aber, daß die Abbildung auch noch im Mittelpunkte selbst regulär 
ist, weil man sowohl den Halbkreis 7 als auch das Stück F auf die 
Fläche des Einheitskreises abbilden kann, so, daß für die in ÜUnter- 
suchung stehenden Stellen die Abbildung durchaus regulär ist, und weil 
die nun zu betrachtende Beziehung des Einheitskreises auf sich selbst 
notwendig eine ganze oder gebrochene lineare Funktion ist. 

Liegt einer der oben besonders genannten Fälle vor, in welchen 
nämlich der Winkel 0, ız oder 2n ist, so verlege man durch lineare 
Transformation den Eckpunkt in den unendlich fernen Punkt so, daß 
s, und s, Halbgeraden parallel der Achse des Reellen werden. Nunmehr 
leistet die Exponentialfunktion im Falle des Winkels 0, die Umkehrungs- 
funktion von 2-+logz im Falle des Winkels z oder 2r denselben 
Dienst, welchen vorher die Potenzfunktion leistete. An Stelle des 
den Kreissektor von vorhin begrenzenden Kreisbogens tritt jetzt beim 
Winkel 0 eine geradlinige Strecke. in den anderen Fällen ein Zykloiden- 
bogen. 


| $ 11. 
Behandlung der Frage der Ränderzuordnung im allgemeinsten Falle*). 


Um das Verhalten der Funktion © = f(z) am Rande des Bereichs B 
im allgemeinsten Falle zu bestimmen und damit zu den allgemeinen Re- 


*) Vgl. meine Note „Ränderzuordnung bei konformer Abbildung“ in Gött. 
Nachr. 1913, S. 286, in welcher insbesondere der Hilfssatz II (vorliegende Abh. S. 212) 
mitgeteilt und potentialtheoretisch bewiesen ist. Eine auf diese Beweisführung sich be- 
ziehende Bemerkung, welche Herr Caratheodory in einer anschließenden Note „Zur 
Ränderzuordnung bei konformer Abbildung“ (Gött. Nachr. 1913, S. 509, Zeile 6—8) macht, 
ist m. E. unbegründet. Im übrigen sei auf die neueren, den Gegenstand betreffenden Ar- 
beiten von Osgood („On the Transformation of the Boundary in the Case of Conformal 
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sultaten von Osgood, Fatou-Caratheodory, Study zu gelangen, benötigen wir 
einen über den vorhin aufgestellten hinausgehenden Hilfssatz. Dieser neue 
Hilfssatz lautet folgendermaßen: 

Hilfssatz II. Es sei F(z) eine oberhalb der Achse des Reellen 
längs eines Stücks «...b derselben regulär erklärte analytische Funktion, 
deren Werte dem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen 
Schranke M bleiben mögen, und welche außerdem folgende Eigenschaft be- 
sitzt: Es soll möglich sein, in beliebiger Nähe der Achse des Reellen 
längs des ganzen Stücks @...b immer noch eine Linie 4 anzugeben, auf 
welcher sich die Funktionswerte von einem konstanten, von / unab- 
hängigen Werte gleichmäßig um eine beliebig kleine Größe unterscheiden. 
Alsdann ist die Funktion eine Konstante *). — 

Der Beweis dieses neuen Hilfssatzes läßt sich ebenso führen, wie 
der Beweis des ersteren. Der konstante Wert kann zunächst auf Null 
gebracht werden. In dem Halbkreis H verlaufen die Linien A von Rand- 
punkt zu Randpunkt. In der z’-Ebene bekommen wir eine Funktion 
P(z).$(z), welche nun auf geschlossenen, längs der ganzen Peripherie 
des Einheitskreises entlang laufenden, den Nullpunkt umschließenden 
Linien A dem absoluten Betrage nach einen beliebigen Kleinheitsgrad 
besitzt und sich folglich auf eine Konstante reduzieren muß. 

Fassen wir nun sogleich den Fall des allgemeinsten Bereichs B ins 

Auge, wobei wir diesen Bereich ganz im Endlichen liegend und den Null- 
punkt im Inneren enthaltend uns vorstellen wollen, was immer durch eine 
lineare Transformation eventuell in Verbindung mit einer Quadratwurzel- 
operation erreichbar ist. 
Mapping“, Bull. of the Am. Math. Soe., II. Series 9, 1902/3. S. 233—235), Osgood- 
Taylor (Am. Trans. 1913), Caratheodory, Study, Lindelöf, Courant verwiesen, bei welch 
letzterem man wegen der ausführlichen Zitate nachsehen wolle (Dieses Journal Bd. 144). 
Die Arbeiten von Lindelöf (Compt. Rend. 1914) und Courant erschienen während der 
Niederschrift bzw. nach Einsendung der vorliegenden Abhandlung. 

*) Ist der konstante Wert von 4 abhängig, d. h., wird von der Funktion F(z2) 
außer ihrer Beschränktheit nur vorausgesetzt, daß die Schwankung auf Linien A, die 
sich mehr und mehr der Strecke @a...b anschmiegen, unendlich klein wird. so mub 
sich F(z) ebenfalls auf eine Konstante reduzieren, weil man nun jedenfalls auch in 
der Lage ist, eine solche Folge von Linien A auszuwählen, auf welchen die Konver- 


genz der Funktionswerte gegen einen konstanten Wert im Sinne der Voraussetzungen 
des Hilissatzes Il stattfindet. 





214 Koebe, Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung. 1. 


Wir unterscheiden zwischen erreichbaren und nichterreich- 
baren Grenzpunkten des Bereichs B. Ein Grenzpunkt P heißt erreich- 
bar, wenn es eine Linie Z gibt, welche von dem Inneren des Bereichs 
aus sich dem Punkte P unbegrenzt nähert, so daß ein die Linie Z durch- 
laufender Punkt gegen den Punkt P konvergiert. 

Daß ein Grenzpunkt P durchaus nicht immer ein erreichbarer Punkt 
zu sein braucht, lehrt das Beispiel des folgenden Bereichs: In dem Quadrat 


mit den Ecken 0, 1, 1 + t, © mögen in den Punkten der Form = [n=2,3,4,...] 
senkrecht zur Achse des Reellen Strecken von der Länge 4 errichtet werden, 


welche sich gegen eine Strecke a, von 0 bis -, häufen. Die erwähnten 


| 2’ 
Strecken zusammen mit den Seiten des Quadrates bilden die vollständige 


Begrenzung eines einfach zusammenhängenden Bereichs B, für welchen 


: selbst) 


die Punkte der Strecke a auf der Achse des Imaginären (exkl. ö 


nichterreichbare Grenzpunkte sind. 

Um einen bestimmten erreichbaren Grenzpunkt des allgemeinen 
Bereichs B präzise zu definieren, genügt es im allgemeinen nicht, nur 
diesen Punkt selbst anzugeben, sondern es ist außerdem eine Linie L 
anzugeben, auf welcher die Erreichung stattfinden kann. Die Linie Z 
können wir uns dabei zweckmäßig immer vom Nullpunkt ausgehend vor- 
stellen. Ein und derselbe Grenzpunkt kann nämlich möglicherweise von 
ganz verschiedenen Seiten her erreichbar sein und in diesem Sinne sogar 
ein unendlichvielfach zu zählender Punkt sein. Wir werden naturgemäß 
zwei erreichbare Grenzpunkte ?P, und P, von B mit den zugehörenden 
definierenden Linien Z, und Z, dann und nur dann als einen und denselben 
erreichbaren Grenzpunkt ansprechen, wenn erstens P, und P, mit einem 
und demselben Punkte P koinzidieren, und wenn außerdem die Linien L, 
und Z2,, die wir uns, wie gesagt, beide vom Nullpunkte ausgehend vor- 
stellen, nur solche Gebiete umschließen die ganz in B enthalten sind, also 
keinen Grenzpunkt von B enthalten, außer P selbst. Die so definierte 
Gesamtheit der verschiedenen erreichbaren Grenzpunkte des Bereichs B 
befindet sich offenbar in zyklischer Anordnung. 

Wir beweisen nun eine Reihe von Sätzen, welche die Hauptergebnisse 
der Osgood-Fatou-Study-Caratheodoryschen Untersuchungen bilden *). 


*) Das im Fatouschen Satze (s. Carathöodory und Study a.a.0.) enthaltene 
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Satz I: Es sei P ein erreichbarer Grenzpunkt von B, L eine ihn 
definierende Linie. Alsdann entspricht der Linie Z im Z-Einheitskreise 
eine Linie 4, die in einem Punkte der Peripherie endigt. 

Nehmen wir in der Tat das Gegenteil an, so würde die Linie 4 
einen Verlauf zeigen, bei welchem sie an einem gewissen Stück der 
Peripherie des Einheitskreises sicher unendlich oft entlangstreicht, dabei 
in immer größere Nähe des Einheitskreises kommend, so daß z({) die 
Voraussetzungen des Hilfssatzes II erfüllen, also konstant sein würde. 

Satz II: Sind Z, und Z, zwei verschiedene, einen und denselben 
erreichbaren Grenzpunkt P (z= z,) definierende Linien, so endigen die 
entsprechenden Linien A, und A, der {-Ebene in demselben Punkte der 
Peripherie des Einheitskreises. 

Wir nehmen an, es würden sich zwei verschiedene Grenzpunkte 
C, und %£, ergeben. Alsdann werden sich A, und 4, von einer ge- 
wissen Stelle an nicht mehr schneiden, was dann auch von ZL, und 2, 
von der korrespondierenden Stelle ab gilt. Sind [* und z* die letzten 
Treffpunkte, so begrenzen die erst von C* bzw. 2* ab in Betracht ge- 
zogenen Linien A, und A, bzw. L, und Z, zwei Gebiete /' und @, deren 
eines an den Kreisbogen [, ... &, anstößt, während das andere entsprechend 
an P anstößt. Man erkennt sofort, daß nun die Funktion z({) längs 
des Kreisbogens £,...&, gleichmäßig dem konstanten Werte 2, zustreben 
und sich folglich auf eine Konstante reduzieren muß nach Hilissatz 1. 

Satz III: Zwei verschiedenen erreichbaren Grenzpunkten z, und 2, 
mit den definierenden Linien Z, und Z, entsprechen stets auch verschiedene 
Punkte Z, und Z, der Peripherie des Z-Einheitskreises. 

Beweis: Die Linien ZL, und Z, werden sich von einer gewissen 
Stelle ab nicht mehr schneiden. Die von da genommenen Endstücke 
dieser Linien bilden zusammen einen Querschnitt Q von z, nach 2,, welcher 
den Bereich B in zwei Gebiete B, und B, zerlegt. Wird angenommen, 
daß die Linien A, und A, in einem und demselben Punkte Z, endigen, 
so ergibt sich als Bild von B, oder andernfalls von B, ein Teilgebiet /', 
innerhalb, des Einheitskreises, welches nur in dem einen Punkt [, die 


Resultat bleibt hier außer Betracht, soweit es auf den Zebesgqueschen Maßbegriff Bezug 
nimmt, desgleichen, insoweit es auf allgemeine beschränkte analytische Funktionen, 
die nicht Abbildungsfunktionen sind, Bezug hat. 
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Peripherie des Einheitskreises erreicht. Sei B, das /\ entsprechende Gebiet. 
Wir konstruieren jetzt in B, einen Querschnitt des Bereichs B in Gestalt 
eines einfachen Kreisbogens.. Um einen solchen Querschnitt zu finden, 
wählen wir in unmittelbarer Nähe irgend eines von z, und 2, verschiedenen 
Grenzpunktes des Bereichs B,, der zugleich Grenzpunkt von B ist, einen 
inneren Punkt A des Bereichs B, und ziehen von A aus den kürzesten 
Radiusvektor nach der Grenze des Bereichs B,, der in A’ endigen möge. 
Um 4’ als Mittelpunkt konstruieren wir sodann den Kreis mit dem 
Radıus A’A, welcher, von A aus nach beiden Seiten bis zur Grenze des 
Bereichs B, verfolgt, uns den gewünschten kreisförmigen Querschnitt g 
liefert, der nun B, in zwei Stücke zerlegt, von denen das dem Quer- 
schnitt Q@ abgewandte Stück, B’, uns weiter interessiert. Wir machen 
jetzt eine konforme Abbildung von B’ auf die Fläche des Einheitskreises 
einer 2’-Ebene, wobei wir nach $ 9 dem Kreisbogen g etwa den unteren 
Halbkreis entsprechen lassen können. Die Funktion &(z’) ist nunmehr 
innerhalb des ganzen Einheitskreises der 2’-Ebene erklärt und geht längs 
des ganzen oberen Halbkreises gleichmäßig in den konstanten Wert ZL, 
über, wäre somit nach Hilfssatz I überhaupt konstant. 

Satz IV: Die Gesamtheit M’ aller Punkte /7 der Peripherie des 
£-Einheitskreises, welche den verschiedenen erreichbaren Grenzpunkten des 
Bereichs B im Sinne der Sätze I, II, III entsprechen, bilden eine Punkt- 
menge, welche auf der Peripherie des Einheitskreises überall verstreut ist, 
so daß in jedem noch so kleinen Intervall der Peripherie des Einheits- 
kreises Punkte der Menge M’ liegen. 

Beweis: Es wird angenommen, daß ein Bogen von £, bis £, auf 
der Peripherie des Einheitskreises von Punkten der Menge M’ frei sei. 
Alsdann konstruieren wir den Radius 7 vom Nullpunkte nach einem 
Punkte £, innerhalb des erwähnten Kreisbogens [,...&,. Diesem Radius 
entspricht in B eine Linie Z, welche sich der Begrenzung von B asymp- 
totisch nähert. Nunmehr wählen wir auf Z eine gegen einen Grenzpunkt 
2, konvergierende Punktfolge 2,, 25, 2;.... und konstruieren in B die von 
diesen Punkten nach der Begrenzung von B führenden kürzesten gerad- 
linigen Strecken s$,, 83, Sy, ..., deren Länge mit unbegrenzt wachsendem 
Index offenbar unendlich klein wird. Diesen Strecken entsprechen im 
Einheitskreise Linien 0,, 0, 0, ...., welche von Punkten £,, &,, &, ... des 
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Radıusvektors V ausgehen und in Punkten der Peripherie des Einheits- 
kreises, jedoch außerhalb des Bogens £,...&, endigen. Beachten wir, daß 
die Punkte z, gegen 2, konvergieren, und daß von den Linien o, not- 
wendig unendlichviele entweder längs des Peripheriestücks [,...Z, oder 
C,...C, entlang laufen müssen, so erkennen wir, daß auf die Funktion z(Z) 
mit Bezug auf einen der beiden genannten Kreisbögen die Voraussetzungen 
des Hilfssatzes II Anwendung finden, daß sich mithin die Funktion z({) 
auf eine Konstante reduzieren müßte. 

Satz V: Die Funktion {= f(z) vermittelt eine eineindeutige Be- 
ziehung zwischen den Punkten der Peripherie des Einheitskreises und den 
Randelementen des Bereichs B. 

Die vollständige Begrenzung des Bereichs B kann nach folgendem 
Prinzipe in Randelemente*) aufgelöst werden. Die Menge M .aller erreich- 
baren Punkte der Begrenzung von B bildet, wie erwähnt, ein in zyklischer 
Anordnung befindliches Punktsystem. Demgemäß können wir in dieser 
Punktmenge, ähnlich wie im Gebiete der rationalen Zahlen, ‚Schnitte‘ 
definieren. Diese Schnitte wollen wir jedoch stets so nehmen, daß wir den 
eventuell vorhandenen innersten Punkt bei der Schnittbildung unbeteiligt 
bleiben lassen. Nunmehr können wir die einzelnen Schnitte durch Folgen 
von Punktepaaren P,P/) aus der Menge M ersetzen, welche den Schnitt 
in derselben Weise definieren, wie man einen Schnitt im Gebiete der 
rationalen Zahlen durch unendlich klein werdende ineinandergeschachtelte 
Intervalle mit rationalen Endpunkten definiert. Jetzt wird die Folge der 
Punktepaare P,P, zur Definition einer Folge ineinandergeschachtelter 
Querschnitte Q, verwandt, von welchen der einzelne Querschnitt Q, die 
erreichbaren Randpunkte ?, und P/ miteinander verbindet. Däbei ist 
noch die Bedingung zu erfüllen, daß mit unbegrenzt wachsendem Index n 
die Linien @, gleichmäßig der Grenze des Bereichs B zustreben, d. h. 
von einem gewissen n ab außerhalb eines jeden ganz inneren Teilbereichs / 
von B zu liegen kommen. Wird der durch @, abgeschnittene Teilbereich 
von B mit b, bezeichnet, so definieren wir nun als das Randelement [@,] 
die Gesamtheit der Grenzpunkte von B, welche allen Bereichen b, als 
Grenzpunkte angehören. So bildet im unserem Beispiel $. 213 die Strecke a 


*, Oaratheodory spricht von .„‚Primenden“. Ich bringe statt dessen die einfachere 


Bezeichnung ‚„Randelemente‘‘ in Vorschlag. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 4. 28 
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von 0 bis 5 auf der Achse des Imaginären ein Randelement. Wir werden 


zwei Randelemente [@] und [Q’] dann und nur dann als verschieden be- 
zeichnen, wenn die zur Definition benutzten Bereiche 5b, und 5b, von einem 
gewissen n ab keinen inneren Punkt gemeinschaftlich haben. Es ist klar, 
daß ein und derselbe Grenzpunkt nunmehr als unendlichvielfacher Punkt 
erscheinen kann, insofern als er nämlich unendlichvielen Randelementen 
angehören kann. Es ist ferner klar, daß ein Randelement höchstens einen 
erreichbaren Grenzpunkt enthalten kann. In unserem Beispiel ist dies 


der Punkt 5 j 


Der Inhalt unseres Satzes V soll nun der sein, daß der Quer- 
schnittfolge Q, eine Querschnittfolge im {[-Einheitskreise entspricht, die 
sich schließlich auf einen Punkt der Peripherie zusammenzieht, und daß 
umgekehrt einer Folge von Querschnitten im Z-Einheitskreise, die sich auf 
einen Punkt der Peripherie zusammenziehen und dabei sämtlich als Ver- 
bindungslinien zwischen Punkten der Menge M’ gewählt gedacht werden 
dürfen, eine Querschnittiolge Q, entspricht, die ein Randelement [9] definiert. 
Daß die so gemeinte Korrespondenz zwischen den Randelementen von B 
und den Punkten der Peripherie des Z-Einheitskreises eine eineindeutige 
ist, ist, wie überhaupt der ganze Inhalt des Satzes V, auf Grund der 
Sätze I—IV unmittelbar einleuchtend.. Der Satz V erscheint gewisser- 
maßen als eine bequeme Art, den Inhalt der vorstehenden Sätze konzen- 
triert wiederzugeben. 

Das allgemeine Resultat dieses Paragraphen liefert, angewandt auf 
den Fall eines von einer Jordan-Kurve begrenzten Bereichs B oder noch 
spezieller eines konvexen Bereichs B, in welchem Falle die Begrenzungs- 
linie ja immer eine Jordan-Kurve ist, den von Osgood aufgestellten Satz, 
daß in diesen Fällen die Abbildungsbeziehung bis in den Rand hinein 
stetig und eineindeutig erklärt werden kann*). In diesen Fällen sind 
nämlich alle Punkte der Begrenzung erreichbare und einfache Punkte; es 
reduzieren sich die Randelemente sämtlich auf Punkte. 

Man kann fragen nach der charakteristischen Eigentümlichkeit der- 
jenigen Bereiche B, für welche die Funktion 2(£) bis in die Peripherie 
des Einheitskreises hinein als stetige Funktion erklärt werden kann, ohne 


*) S. auch die Beweise bei Osgood und Caratheodory a. a. O. 
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daß dabei ausgeschlossen wird, daß diese Funktion an mehreren Stellen 
der Peripherie denselben Wert annimmt. Die Frage beantwortet sich 
sofort dahin: Es müssen sich alle Randelemente auf Punkte reduzieren. 
Diese Eigenschaft läßt sich auch durch folgende damit äquivalente Eigen- 
schaft ersetzen: Ist P ein Grenzpunkt des Bereichs, Z, eine ihn approxi- 
mierende Linie in B, so ist es stets möglich, auf Z eine gegen P kon- 
vergierende Punktfolge zu bestimmen und durch dieselbe eine Linie Z’ in 
B zu ziehen, welche in P endigt; hierfür können wir abgekürzt sagen: 
Jeder Grenzpunkt P ist erreichbar, und zwar entlang jeder ihn approxi- 


mierenden Linie Z. 
$ 12. 


Analytische Spiegelung an einer Jordan - Kurve. 

Der ın $ 11 gegebene Nachweis der am Rande noch bestehenden 
Stetigkeit der konformen Abbildung eines von einer Jordan-Kurve be- 
grenzten einfach zusammenhängenden Bereichs auf die Fläche des Einheits- 
kreises kann als Grundlage dienen, um den Begriff der geschlossenen regu- 
lären analytischen Linie und im speziellen des Kreises durch eine bestimmte 
analytische Spiegelungseigenschaft aus dem allgemeinen Begriffe der Jordan- 
Kurve herauszuheben. Wir behaupten folgenden Satz: 

Satz I: Wird von einer in der z-Ebene gegebenen Jordan-Kurve 
angenommen, daß es möglich sei, eine eineindeutige konforme Abbildung 
mit Umlegung der Winkel zu definieren, welche dem vollständigen Inneren 
der Jordan-Kurve das vollständige Äußere derselben einschließlich des 
unendlichfernen Punktes entsprechen läßt, und welche auf der Jordan- 
Kurve selbst noch stetig ist, d. h. jeder von innen her in einem Punkte 
der Jordan-Kurve endigenden Linie eine von außen her in demselben 
Punkte endigende Linie entsprechen läßt, so ist die Jordan-Kurve ein 
Kreis und die Spiegelung nichts anderes als die bekannte Transformation 
durch reziproke Radien. — 

Satz Il: Existiert die erwähnte Abbildung nicht für das ganze 
Innere, jedoch für eine gewisse Nachbarschaft der Jordan-Kurve, so ist 
die Jordan-Kurve eine geschlossene reguläre analytische Linie, und die 
betrachtete Abbildung ist identisch mit der bekannten Schwarzschen ana- 
Iytischen Spiegelung an dieser Linie. — 

Zum Beweise des Satzes I bilden wir das Innere der Jordan- 


%» ® 
28 * 








220 Koebe, Abhandlungen zur Theorie der kamformen Abbildung. 1. 


Kurve € durch eine Funktion {(z) auf das Innere des Einheitskreises ab. 
Gleichzeitig definieren wir eine konforme Abbildung des Äußeren der 
Kurve C auf das Äußere des Einheitskreises durch die Bestimmung, es 
solle einem Punkte z’ außerhalb C, welchem, vermöge der vorausgesetzten 
„Spiegelung“ an C, innerhalb © der Punkt z entspreche, in der {-Ebene 
der Punkt [’ entsprechen, welcher aus [£ durch Spiegelung am Einheits- 
kreise (Transformation durch reziproke Radien) hervorgeht. Auf diese 
Weise ist für die ganze [-Ebene eine eindeutige analytische Funktion er- 
klärt, die nur an einer Stelle außerhalb des Einheitskreises unendlich von 
erster Ordnung wird, und die auf dem Einheitskreise selbst allerdings zu- 
nächst nur als stetig bezeichnet werden kann. Diese Stetigkeit ist eben 
eine Folge der Stetigkeit der Funktion {(z) auf der Begrenzung Ü des 
abgebildeten Bereichs. Nun besteht aber der Satz, daß eine zu beiden 
Seiten eines Stückes der Achse des Reellen eindeutig und regulär erklärte 
analytische Funktion, von welcher auf der Achse des Reellen jedoch nur 
die Stetigkeit bekannt ist, auch auf der Achse des Reellen selbst regulär 
sein muß. Der Beweis dieses letzteren Satzes wird bekanntlich geführt mittelst 
der Cauchyschen Integralformel in analoger Weise, wie nach Schwarz*) das 
Spiegelungsprinzip für analytische Funktionen bewiesen wird. Machen wir 
jetzt von dem Satze Gebrauch, indem wir an die Stelle der Achse des 
Reellen die Peripherie des Einheitskreises treten lassen, so erkennen wir, 
daß die Funktion 2(£) sich auch auf dem Einheitskreise regulär verhält 
und folglich eine eindeutige, durchweg konforme Abbildung der Z-Ebene 
auf die volle z-Ebene vermittelt, d. h. eine überall reguläre Funktion mit 
nur einer Unendlichkeitsstelle erster Ordnung ist, also eine lineare Funktion. 
Dieses aber hat zur Folge, daß die Kurve Ü eine Kreislinie ist, und daß 
die Spiegelung an C sich auf die Transformation durch reziproke Radien 
reduziert. 

Unter den Voraussetzungen des Satzes II lehrt dieselbe Hilfsab- 
bildung in Verbindung mit dem eben genannten Hilfssatze über analytische 
Funktionen, daß die nunmehrige Funktion 2({), wie sie zu beiden Seiten 
der Peripherie des Einheitskreises erklärt ist, sich auf diesem selbst noch 
regulär verhalten muß und daher diesem Kreise eine geschlossene, reguläre 


analytische Linie, d. ı. ©, entsprechen läßt. 
*) H. A. Schwarz: „Über einige Abbildungsaufgaben“ Ges. Abh. Bd. II. 
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Der Satz II läßt sich offenbar in der Weise erweitern, daß an 
Stelle einer geschlossenen Jordan-kurve ein Jordan-Kurvenstück mit zwei 
Endpunkten tritt, zu dessen beiden Seiten anschließende Flächenstreifen 
durch ‚‚Spiegelung‘‘ aufeinander bezogen werden. Auch ein solches Kurven- 
stück muß, abgesehen von den Endpunkten, den Charakter einer regulären 
analytischen Linie besitzen, und die ‚Spiegelung‘ der beiden Seiten auf- 
einander muß mit der Schwarzschen Spiegelung zusammenfallen. 


$ 13. 
Die gleichmäßige Stetigkeit der Abbildungsfunktion. 

Die Funktion {(z) besitzt eine Eigenschaft, welche mit der Frage 
der Ränderzuordnung in engem Zusammenhang steht, ohne dieselbe zu 
erschöpfen, jedoch andererseits für sich Interesse beanspruchen kann. Es 
ist dies die Eigenschaft der gleichmäßigen Stetigkeit dieser Funktion, 
gültig für das ganze, nicht abgeschlossene Innere von B. Diese Eigen- 
schaft findet ihren präzisen Ausdruck in folgendem Satze. 

Satz: Die Funktion &(z) ist in B (exkl. Grenze) unter allen Um- 
ständen, d. h. ohne Annahme irgendeiner spezielleren Voraussetzung über 
die Begrenzung des Bereichs B, der nur im Endlichen liegend, d. h. 
genauer innerhalb eines endlichen Kreises, vorgestellt wird, gleichmäßig 
stetig im Sinne einer sofort für den ganzen Bereich B gültigen Abschätzung. 
Der Entfernungsbegriff für irgend zwei Punkte z, und 2, des Bereichs, die 
ja innerhalb B nicht immer geradlinig verbunden werden können, ist dabei 
zu erklären als die untere Grenze der Längen aller aus geradlinigen Strecken 
gebildeten von z, nach z, innerhalb B verlaufenden Polygonzüge. — 

Wird die im Satz definierte Entfernung der beiden Punkte z, und 2, 
mit E,. bezeichnet, so besagt unser Satz folgendes: Nach Vorgabe eineı 
beliebig kleinen positiven, von Null verschiedenen Größe & läßt sich stets 
eine positive von Null verschiedene Größe d, bestimmen, so daB ,— 5, <e 
wird, für alle Punktpaare z,,2, des Bereichs B, für welche E),,<0, ist. 

Der Beweis ergibt sich sofort indirekt. Die Annahme des Gegen- 
teils würde nämlich zur Folge haben, daß man eine unendliche Folge von 
Punktpaaren z{?,2%’[v=1,2,...] angeben könnte, für welche die Ent- 
fernung E{”, gegen Null konvergiert, während die Entfernungsgröße [%? — £i” 
oberhalb einer endlichen von Null verschiedenen Schranke bleibt. Es ist 
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klar, daß die Punktpaare z{”, z2(? in diesem Falle mit wachsendem Index v 
sich der Grenze des Bereichs B unbegrenzt nähern und demgemäß die 
Punktpaare [”, (5? der Peripherie des Einheitskreises.. Wir dürfen an- 
nehmen, was eventuell durch Betrachtung einer Teilfolge der ursprünglich 
gewählten Folge jederzeit erreicht wird, daß die Folge der Punktpaare 
2,2%’ gegen einen bestimmten Grenzpunkt z, konvergiert. Wegen 
lim Ey, = 0 lassen sich die Punktpaare innerhalb B durch Linien s" von 


schließlich unendlich klein werdender Länge verbinden. Diesen Linien s" 
entsprechen im -Einheitskreise Linien 0°, die 5%’ mit Z£? verbinden und 
sich mit wachsendem Index »v gleichmäßig der Peripherie des Einheits- 
kreises anschmiegen und daher nun an einem gewissen Stück & der Peri- 
pherie jedenfalls unendlich oft entlanglaufen werden. Demgemäß treffen 
auf die Funktion z(&) mit Beziehung auf das Stück & und den konstanten 
Wert z, die Voraussetzungen des Hilissatzes II S. 212 zu, so daß die 
Funktion 2({) sich auf eine Konstante reduzieren müßte. 

Wie tief wir mit dem soeben bewiesenen Satze bereits in das 
Wesen der Ränderzuordnungsfrage eingedrungen sind, erkennt man aus 
dem Umstande, daß auf Grund dieses Satzes zum Beispiel im Falle einer 
Jordan-Kurve als Begrenzung die Stetigkeit der Funktion 5(z) bis ın die 
Grenze hinein bewiesen ist. Zur vollen Klärung der Ränderzuordnungs- 
frage in diesem Falle ist nur noch der Nachweis der Eineindeutigkeit der 
Beziehung zwischen den Punkten der Jordan-Kurve und den Punkten der 
Peripherie des Z-Einheitskreises zu erbringen, was oben geschehen ist. 


Unser Satz von der gleichmäßigen Stetigkeit der Funktion &(z) 
steht in enger, sofort ersichtlicher Beziehung zu einem von Ösgood bereits 
1903 1. c. ohne Beweis mitgeteilten, von ihm als „physical law‘‘ bezeichneten 
Satze: „Physical law: Let a fixed circle be drawn in B with O as centre. 
Let c be an open curve of length / drawn in B, but Iying outside the 
fixed ceircle. Let the maximum numerical value of the flux across c (or 
the upper limit, in case no maximum exists), when c assumes all possible 
forms and positions, be denoted by f(l), then lim ID=0.“ 

=(0 


Mit 0 ist hierbei die Unendlichkeitsstelle der @reenschen Funktion 
des Bereichs B bezeichnet, mit f(l) eine Größe, welche numerisch gleich ist 
dem Unterschied der Amplituden der den Endpunkten von ? bei der Ab- 
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bildung entsprechenden Punkte innerhalb des Einheitskreises. Man be- 
merkt, daß unser obiger Satz und der Osgoodsche leicht auseinander ge- 
folgert werden können. 
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Algebraische Untersuchungen über ganze Funktionen 
vom Geschlechte Null und Eins. 


Von Herrn @. Polya in Zürich. 





Ich will ın dieser Arbeit einige algebraische Sätze und Methoden 
auf ganze Funktionen vom Geschlechte 1 mit lauter reellen Wurzeln und 
Koeifizienten ausdehnen, bzw. auf solche ganzen Funktionen, die sich von 
den genannten nur um einen Faktor e”” (y>>0) oder eventuell um einen 
Faktor R(x) unterscheiden, wo R(xz) ein Polynom mit reellen Koeffizienten 
bedeutet. 

Ich will mit dieser Arbeit zum weiteren Ausbau derjenigen Unter- 
suchungen beitragen, die von Herrn J. Schur und mir in dieser Zeitschrift 
veröffentlicht worden sind*). Ich werde mich auch fortwährend auf die 
Resultate der erwähnten Untersuchungen zu stützen haben. Diese Re- 
sultate machen die Ausdehnung algebraischer Sätze auf die oben charakteri- 
sierten ganzen Funktionen außerordentlich leicht und erklären zugleich 
den inneren Grund für die Möglichkeit einer solchen Ausdehnung. Man 
erkennt insbesondere, warum man sich naturgemäß eben auf die genannte 
Funktionenklasse beschränken muß. 

Ich schließe mich auch einer Arbeit von Herrn Jensen**) eng an, 
hauptsächlich in der konsequenten Benutzung gewisser von ihm eingeführten 
Polynomfolgen (vgl. A, $ 6, IV). 


*) Dieses Journal Bd. 144, 5. 89—113. Die Arbeit wird im folgenden kurz mit 


„A“ zitiert. 
**) Recherches sur la th&orie des &quations, Acta Mathematica, Bd. 36 (1913), 


S. 181—19%. 











Pölya, ganze Funktionen vom Geschlecht O und 1. 


In den $$ 1, 2 und 3 werde ich mich mit folgendem bekannten 


algebraischen Satz beschäftigen: 
„Ist 
F(x)=+ a2 +a2°+ +++ a," (a, =+ 0) 
ein Polynom mit lauter reellen Wurzeln und hat das Polynom g(z) r reelle 
Wurzeln, so hat das Polynom 
F(D)g(2) = (u+a,D+@D’+.--+.a,D")g(x) 
= 9 (2) + a,g’ (8) + ag” (2) + ++ a,g” (2) 
wenigstens r reelle Wurzeln.“ 

(D soll das Symbol des Differenzierens sein. Die übliche Rechnung 
mit diesem Symbol wird hauptsächlich in $ 2 einige Erleichterung ge- 
währen. — F(z) und g(z) haben, so wie alle Polynome und Potenzreihen, 
die in der vorliegenden Arbeit betrachtet werden, reelle Koeffizienten.) 

Ich will über diesen Satz von Hermite und Poulain einige ganz 
elementare Bemerkungen machen, die aber in der Literatur nicht hervor- 
gehoben zu sein scheinen und die ich in der Folge unumgänglich nötig 
habe. Ich widme diesen Bemerkungen den $ 1, bevor ich zu den An- 
wendungen auf ganze Funktionen in den $$ 2 und 3 übergehe. 

In den $$ 4 und 5 beweise ich einen allgemeinen Satz, der, auf die 


spezielle Funktion angewendet, besagt, daß die Potenzreihenentwick- 


1 
T'(2) 


lung von um irgendeinen Punkt der reellen Achse sowohl unend- 


‚T@) 
lichviele Zeichenwechsel, wie unendlichviele Zeichenfolgen aufweisen muß. 
Diese spezielle Folgerung aus unserem allgemeinen Satz ist wohl direkt 


aus den einfachsten Eigenschaften der Gammafunktion abzulesen. 


8 1. 
Elementare Bemerkungen zu dem Hermite-Poulainschen Satz*). 
Sei 
F()=a,+0a,2+ ar7°+::-+.a,r" 





*) Hermite, Question 777, Nouvelles Annales des Math&matiques, 2° serie, 
t.5 (1866), p. 432 und Question 778, 779, a. a. 0. p. 479. Graindorge, dieselbe Zeit- 
schrift t. 5 (1866), p. 524. Majfiotti, dieselbe Zeitschrift t. 6 (1867), p. 76. Poulain, 
Theoremes generaux sur les &quations algebriques, dieselbe Zeitschrift t. 6 (1867), 
p. 21—33. Vgl. ferner für IV in .J. Schur, Zwei Sätze über algebraische Gleichungen 
mit lauter reellen Wurzeln, dieses Journal Bd. 144, S. 75—78. den Hilfssatz II auf S. 77. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 4. 24 
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ein Polynom mit nur reellen Wurzeln, und es sei F(0)>0. Sei ferner 
9(x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und r reellen Wurzeln. 


Ich betrachte das Polynom 
H (x) = F(D)g(2) = ag(2) + ag’(2) + ++ a,g” (2) 
und behaupte folgende Tatsachen: 
I. Die Anzahl der reellen Wurzeln des Polynoms H(x) ist entweder 
r oder um eine gerade Zahl größer als r. 
II. Ist r>1, so hat das Polynom H (x) wenigstens eine reelle Wurzel 
von ungerader Vielfachheit und nimmt folglich für reelle Werte von x sowohl 


positive wie negative Werte an. 
II. Ist r>2, so hat H(x) wenigstens zwei verschiedene reelle 


Wurzeln. 

IV. Hat g(x) nur reelle Wurzeln, so sind alle mehrfachen Null- 
stellen von H(x) notwendigerweise auch mehrfache Nullstellen von g(z). 

V. Ist r>1 und hat F(x) nur positive Wurzeln, so hat H(x) eine 
reelle Wurzel von ungerader Vielfachheit, die größer ist als die größte reelle 
Wurzel von g(x). 

Bei allen diesen Aussagen ist dem Sinne der Sache gemäß ange- 
nommen, daß F(x) keine Konstante ist. Indem ich noch über einen 
konstanten Faktor passend verfüge, darf ich 

F(x)= (p—2)(9-8):--- (t—2), H(&)= (p—D)(g—D)--- (t— D)g(e) 
setzen, wo 9, g,...t sämtlich reell und von Null verschieden sind. So ent- 
steht A(x) aus g(x) durch Wiederholung ähnlicher Schritte, und man 
kann, die einzelnen Behauptungen durchgehend, sich leicht überzeugen, daß 
es genügt, nur einen Schritt zu betrachten, d. h. die Behauptungen I—V 


für das Polynom 
h(2) = (t— D)g(e) = tg(e) —g (z) 
zu beweisen. 

Ist r=0, so haben wir nichts zu beweisen. 

Ist r>1 und hat g(x) genau eine Nullstelle x= «a von der Multi- 
plizität r, so hat das Polynom h(z) ‘die Zahl =a zur (r—1)-fachen 
Nullstelle. Das Polynom h(z) hat aber denselben Grad, wie g(x), folglich 
müssen die Anzahlen der reellen Wurzeln der beiden Polynome mod. 2 
übereinstimmen. Daher hat das Polynom h(z) eine ungerade Anzahl von 
reellen Wurzeln, die von a verschieden sind, und so hat es auch wenigstens 











Polya, ganze Funktionen vom Geschlecht O und 1. 227 


eine reelle Wurzel von ungerader Multiplizität. In diesem Falle sind also 
I, II, III erwiesen. 
Hat aber g(x) mehrere voneinander verschiedene reelle Nullstellen 
0,b,0,... 
a<b<ce<..<lh 
bzw. von der Vielfachheit «,P,y,... 4 
e>1,P>1l,..4i>]1l,a+ß+:-+Ä/=r, 
so betrachte man die Intervalle 
(1.) a<re<b,b<r<oe,.. k<e<l 
und das unendliche Intervall, das aus den beiden Teilen 2<z und 2 <a 
besteht. Dann schließt man nacheinander: 

Das Polynom h(x) hat die Zahlen z=a,b,...! bzw. zu (e—1])-, 
(?—1)-,... (4—1)-fachen Nullstellen. :Ferner hat es im Innern von 
jedem der Intervalle (1.) eine ungerade Anzahl von Wurzeln, da für ge- 
nügend kleines e > 0 

sign h(a+e) = — sign g’(a+ e)= sign g(b—e)= — sign h(b — e) 
usw. Daher hat h(x) in jedem der einzelnen Intervalle (1.) entweder 
ebensoviel Wurzeln wie g(x), oder es hat um eine gerade Zahl mehr 
Wurzeln als g(x). Die Polynome g(x) und A(x) sind aber vom gleichen 
Grade, und so müssen die Anzahlen aller reellen Wurzeln der beiden Poly- 
nome mod. 2 übereinstimmen. Daraus schließt man, daß h(x) im unend- 
lichen Intervall A+ 2» Wurzeln hat, wo v >0 ist. 

h(x) hat also wenigstens eine reelle Nullstelle von ungerader Viel- 
fachheit — da wenigstens ein Intervall (1.) existiert. 

h(z) hat ferner (man hat jetzt r > 2) wenigstens zwei verschiedene 
reelle Nullstellen: eine im Innern eines Intervalles (1.) und eine im Innern 
des unendlichen Intervalles. 

Und da Ah(x) sowohl in jedem der Intervalle (1.), wie auch im un- 
endlichen Intervall ebensoviel oder mehr Wurzeln hat als g(x), sind die 
Behauptungen I, II, III in allen Fällen erwiesen. 

Hat nun g(x) nur reelle Wurzeln, so kann Ah(z) nicht mehr reelle 
Wurzeln haben als g(x), und folglich hat h(x) weder in einem Intervalle 
(1.), noch im unendlichen Intervall mehr Wurzeln als g(x). Daher sind 
notwendigerweise alle von a,b,c... l verschiedenen Wurzeln des Polynoms 


h(x) einfach, und dies war die Behauptung IV. 


29” 
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Ich wende mich zum Beweise der letzten Behauptung V. Sei 
t>0 und sei wieder / die größte reelle Wurzel von g(x). Dann kann 
man eine genügend kleine positive Zahl e finden, so daß 

sign g’(l + &)= signg(b + &)= sign g(+ ®) 
und zugleich 
sign h(d-+ e) = sign (tg(l + e) — g’(l+ e)) = — signg’(l+ €) 
ist. Nun ist andererseits (wegen ti 0) 
sign h(+ ©)=signg (+ »), 
und so muß h(x) eine ungerade Anzahl von Wurzeln rechts von D+ & haben. 
Hieraus folgt Behauptung V. 


g 2. 
Über die Potenzreihenentwicklung der Reziproken einer ganzen Funktion 
vom Typus II. 


Die Sätze, die ich in diesem Paragraphen beweisen werde, sind 
großen Teils die Erweiterungen bekannter Sätze über Polynome mit nur 
reellen Wurzeln. Die Sätze II—V scheinen jedoch bisher sogar in dem 
Falle eines Polynoms unbemerkt geblieben zu sein. 

Die Übertragung von Sätzen über Polynome mit nur reellen Wurzeln 
auf ganze Funktionen vom Typus II, die eben die Grenzfälle solcher 
Polynome sind, bietet zwar in den zu betrachtenden Fällen keine großen 
Schwierigkeiten dar, aber es ist etwas Vorsicht dabei erforderlich. Man 
muß genau unterscheiden, was durch Grenzbetrachtungen geschlossen und 
was nicht geschlossen werden kann. 

Hilfssatz I*. se 

(ı)= tms ++ 
eine Funktion vom Typus II (,>0), und besitze das Polynom m-ten 
Grades g (x) reelle Koeffizienten und r reelle Wurzeln. Dann hat das Polynom 


P(D)g(2) = & 0,9” (0) = 30,9” (2) 


wenigstens r reelle Wurzeln. 
Man bestimme (nach A, $ 2, II) eine Polynomfolge 
P, (2), P,(2), se. PR), rn 
mit nur reellen Wurzeln 





*) Vgl. Jensen, a. a.0., S. 185—186. 











Poölya, ganze Funktionen vom Geschlecht O und 1. 


(2) = au ta. ta +, 
die für & <e (e>0) gleichmäßig gegen 7(z) konvergiert. Dann ist, 
von einem gewissen n an, a,„+0, und so hat nach dem Hermite-Poulaın- 
schen Satz das Polynom | 
7,(D)g(2) = aug(2) + ag’ (a) + aeg” (R)+ ++ 

wenigstens r reelle Wurzeln, also höchstens m—r imaginäre Wurzeln. 
Folglich kann auch das Grenzpolynom %#(D)g(z) höchstens m —r ima- 
ginäre Wurzeln haben. #7(D)g(x) ist aber (wegen a, +0) vom Grade m 
und hat daher wenigstens r reelle Wurzeln. W.z.b. w. 

Hilissatz I gestattet uns (was wir nebenbei bemerken wollen), 
folgende Aufgabe zu lösen: „Man bestimme alle unendlichen Folgen von 
reellen Zahlen 

(1.) Be ie a 
von der Beschaffenheit, daß, wenn g(z) ein beliebiges Polynom mit nur 
reellen Wurzeln bedeutet, das Polynom 
gl) + ag (R)+ ag’ (r)+ 
stets nur reelle Wurzeln haben soll.“ 
In der Tat, hat die Folge (1.) die gewünschte Eigenschaft, so 
haben die unendlichvielen Polynome 
"+ na" +Hn(n— 1)a2"”+ + +n(n—1).--1-a, 1,23...) 
notwendigerweise nur reelle Wurzeln — da das Postulat auch für g(z) = z" 
erfüllt sein muß. Daraus folgt aber, nach A, $ 6, IV, daß die Reihe 
ta +g ++ +a0"+ 
für jedes x konvergiert und eine Funktion vom Typus II darstellt. 

Dies Resultat, zusammengefaßt mit dem (leicht modifizierten) 
Hilissatz I, gestattet die Aussage: 

„Damit die Folge (1.) die gewünschte Eigenschaft hat, ıst not- 
wendig und hinreichend, daß sie die Koeffizientenfolge einer Funktion vom 


Typus II ist.“ 
Hilfssatz II. Bedeutet 


P(x)= +2 +2” +.» (a, + 0) 
eine Funktion vom Typus I mit Koeffizienten von abwechselndem Vor- 


zeichen und g(x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und mit wenigstens 
einer reellen Wurzel, so ist die größte reelle Wurzel des Polynoms 











230 Polya, ganze Funktionen vom Geschlecht O und 1. 


$(D)g(2) = ag(2) + a,g’(2) + ag” (a) + 
nicht kleiner als die größte Wurzel von g(x). 
Man weiß (A, $2, I), daß eine unendliche Folge von Polynomen 
&,(2), P,(&),... P,(x), ..- 
mit lauter positiven Wurzeln existiert, die in jedem endlichen Gebiete 
gleichmäßig gegen &(z) konvergiert. 
Nach $ 1, V der vorliegenden Arbeit ist die größte reelle Wurzel 
des Polynoms &,(D)g(z) größer als die größte reelle Wurzel von g(%). 
Beachtet man, daß die Polynome der Folge 
2, (Dg(2), BtD)gl@), ... 2,(D)gl@),..- 
den Grad von g(x) haben, ebenso wie das Polynom $(D)g(xz), gegen 
welches sie konvergieren, so ergibt sich nach einem leichten Schluß der 
Hilfssatz II. — 
Sei 7(z) eine Funktion vom Typus II, #(0)>0. Ich will nun, 


nach den getroffenen Vorbereitungen, einige Sätze über die Reihenentwicklung 


1 
PT b,x+ b,” ++.» 


beweisen. Ich werde öfters 7(z) zu einer Funktion vom Typus I mit 
Koeffizienten von abwechselndem Vorzeichen spezialisieren. Die so speziali- 
sierte Funktion werde ich dann mit ?(x) bezeichnen. 

I. Wenn das Polynom f(x) reelle Koeffizienten und w reelle Wurzeln 
hat, so ist die Anzahl der reellen Wurzeln des Polynoms 


g9(2) = EB, f(x) = buflz) + bh fa) + def () + --- 


entweder w oder um eine gerade Zahl kleiner als w. 
Man bezeichne die Anzahl der reellen Wurzeln von g(z) mitr. Es ist 


Fa) = (tat at tat et), 

also ist 
Y(D)g(@)= (+ aD+@,D’+...)(,+bD+b,D’+ .-.)f(a)= fe). 

Wendet man Hilfssatz I auf diesen speziellen Fall an, so erhält man 


—w, 


*) Diese elegante Schlußweise rührt von Poulain her. Vgl. a.a. O., p. 28. 
Sein erster Beweis p. 25—27 (identisch mit dem von Maffiotti) ließe sich nicht auf 
unsern Fall übertragen. 
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Bezeichnet man für einen Moment die Anzahl der reellen Wurzeln 
von f(x) mit I/(z)}, so lassen sich die bisher gewonnenen Resultate in 
die einzige Formel zusammenfassen: 

Ibof(2) + b,(@) + »--) < fa) < af) + FR) +. 

Aus Satz I ergibt sich die Lösung: folgender Aufgabe: 

„Alle unendlichen Folgen von reellen Zahlen 


(2.) u RE 
zu bestimmen, die die beiden folgenden Eigenschaften haben: 
1. +0, 


2. das Polynom 
bil) +b fe) + bf@)+-- 
hat in keinem Falle mehr reelle Wurzeln als das Polynom f(z).‘ 
Die Bedingung 2. besagt also, daß für jedes Polynom f(x) die 
Ungleichung 
If) + be) + Bf) + <tfle)) 
erfüllt sein soll. — 
Man bestimme die unendlichvielen Zahlen 
Bi a ein a 
durch die Gleichungen 
1= a,b, 
0=a,b,+ %b,, 
0= a,b, + a,b, + "ba. 
Dies geht, da b, #0 ist. 
Ich behaupte, daß die Polynome 


Y.(2) = a" +ana" + ann — 1)2"” +... +a,n(n—1)---1 
(n=1,2,8,...) 
nur reelle Wurzeln haben. In der Tat, man hat 


bo Yu(2) + b, Yale) ++ 8, Y (a) 
=(),+b5b,D+...+b5,D")(a,+ a, D-+ :--+ a,D")x"= a" 
und nach Bedingung 2. muß die Ungleichung 
II > 1b Ya) +6 Ya) + = jet) 
bestehen. Da Y,(z) vom Grade n ist, muß zugleich |Y,(2)]<n sein, 
und daraus resultiert 


| Y„()| — N. 
Aus der Realität aller Wurzeln der Polynome Y,„(z) folgt aber 
(A, $6, IV), daß die Reihe 
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tat tat 
immer konvergiert und eine Funktion (x) vom Typus II darstellt. Also 
ist notwendig, daß die Folge (2.) die Koeffizientenfolge einer Funktion 


ist; daß dies auch hinreichend ist, das besagt eben der Satz I. — 

II. Ser P(x) irgendeine Funktion vom Typus II (7(0)>0), nur 
nicht die Funktion ce”. Ist dann das Polynom f(x) (f(z)+0) für reelle 
Werte von x keiner negativen Werte fähig, so ist das Polynom | 


3) le) = bla) + bifle) + bl’) + 


für alle reellen Werte von x positiv. 
Die Funktionen vom Typus II (%#(0) > 0) zerfallen in zwei Klassen: 
1. Solche Funktionen vom Typus II, die keine Wurzel haben. 
Alle diese Funktionen sind in der Formel 
P(g) = ce "+ (e>0, y>0, Ö reell) 


1 
w(a) 


enthalten. Ä 

2) Solche Funktionen vom Typus II, die Wurzeln haben. Ist %‘(x) 
eine solche Funktion und verschwindet sie für 2=o«, so kann sie in die 
Form gesetzt werden 

P(2) = (2 — 0a) P,(®) 

wo «a reell, von Null verschieden und %#,(x) wieder eine Funktion vom 
Typus II ist. 

Ich will Satz II zuerst für die zweiterwähnte, viel kompliziertere 
Klasse beweisen. | 

Das Polynom 

a) = 02" ++ er lg (% + 0) 

hat für große Werte von x das Vorzeichen von c,, also ist >0. Das 


höchste Glied des Polynoms (3.) ist nun 5,62”, und da b,= = >0 

ist, hat das Polynom (3.) für große Werte von x gewiß das positive Vor- 

zeichen. Wir werden am Ziele sein, wenn wir gezeigt haben, daß (3.) 

keine reelle Wurzel besitzt. Nun sei das Gegenteil angenommen, nämlich 

daß (3.) r reelle Wurzeln hat, wo r>0. Wir haben nach Voraussetzung 
| 7 (&) = (e— 2) Pı(@). 

Das Polynom 


P,(D). wrote) 
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hat nun, nach Hilfssatz I, wenigstens r reelle Wurzeln. Daher müßte, 
nach $ 1, II das Polynom 

(«—D)- #(D)- np M2)= 1) 
sowohl positive wie negative Werte für reelle Argumente annehmen, was 
gegen die Voraussetzung ist. 

Der Widerspruch löst sich nur dann, wenn wir zugeben, daß r= 0 
ist, d. h., daß (3.) keine reellen Wurzeln hat und für alle reellen Werte 
von x dasselbe Vorzeichen, das positive, beibehält, w. z. b. w. 

Wenn nun #(z) eine Funktion der Klasse 1. und f(x) wieder ein 
nichtnegatives Polynom bedeutet, so folgt aus dem eben Bewiesenen durch 
Grenzbetrachtungen die Ungleichung: 


(4.) "S(D) f@) 0. 

Wir haben aber diese Grenzbetrachtungen gar nicht nötig, denn 
wir können die Ungleichung (4.) an expliziten Formeln verifizieren und 
näher diskutieren. 


Ist #(x)=e”, so ist 


1 —öD 0) ’ d? „ 
ae) =-en ed) SID - Zt ZN = fe). 
In dem Falle #(z)=e” kann also das Zeichen = in der Un- 
gleichung (4.) erreicht werden. 
Ist ?(2)=e”, so hat man 
a) = a) = Ha) + ++ 


e 





5 - Terra +HYde. 


Aus dieser Integralfiorm von Herrn Stridsberg, sowohl wie aus den 
von Herren Remak und Hurwiz für dieses wichtige Beispiel gegebenen 
elementaren Beweisen geht hervor*), daß im Falle #(z)= e”" stets das 
Zeichen — in der Ungleichung (4.) das richtige ist. Daraus ist nun leicht 
zu schließen, daß auch stets 





*) Stridsberg, Sur la d&emonstration de M. Audbert du th&or&me de Waring, 
Mathematische Annalen Bd. 72 (1912); vgl. S. 148. Remak, Bemerkung zu Herrn 
Stridsbergs Beweis des Waringschen Theorems, Mathematische Annalen Bd. 72 (1912), 
S. 153— 156. Hurwitz, Über definite Polynome, Mathematische Annalen, Bd. 73 (1913), 
Ss. 173—176. 


Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 4. 30 
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1 RER kei 
ce-,P'+ öD f(x) = e ei? ‘e Di(g)= e e”? f(x —0) Re 0 


ist, wenn nur „>0. Also ist in der Tat #(z)= ce” der einzige Aus- 
nahmefall, in welchem das Zeichen = in der Ungleichung (4.) erreicht 
werden kann. 


III. Sei das Polynom f(x) >0 für «>a. Sei ferner (x) (B(0) >0) 
irgendeine Funktion vom Typus I mit Koeffizienten von abwechselndem Vor- 
zeichen, nur nicht die Funktion ce”’’(c>0,y>0). Dann ist das Polynom 


(5.) PTEOLIG, = bufle) + bif (a) + bb,’ (d)+--- 


positw für >a. 
Die gemachte Voraussetzung zieht nach sich, daß &(z) wenigstens 
eine Wurzel haben muß. Sei diese Wurzel «, dann ist «>00 und 
P(2)=(e— 2) Pı(2), 
wo &,(x) wieder vom Typus I ist. 
Sei 
f(@a)= 02" +a2""+ (© #0). 

Es muß c, positiv sein, da f(x) für große positwe Werte von x 
positiv ist. Daher ist der Koeffizient der höchsten Potenz von x in dem 
Polynom (5.), d.h. die Zahl b,c,, gewiß positiv. 

Für große positive Werte von x wird daher das Polynom (5.) 
gewiß positive Werte haben, und so bleibt uns nur der Nachweis übrig, 
daß f(x) eine Wurzel von ungerader Vielfachheit besitzt, die größer ist 
als alle Wurzeln von (5.), falls letztere überhaupt vorhanden sind. 

Nun ist nach Hilissatz II die größte Wurzel von 


1 
(6. DD) zn 1@) 
nicht kleiner als die größte Wurzel von (5.). Andererseits hat aber nach 
$1, V das Polynom 


(«—D)-&(D)- zn /(e)= fe) 


eine Wurzel von ungerader Vielfachheit, die größer ist als die größte 
Wurzel von (5.), w. z. b. w. 
In dem Falle 
b(a)=ce”" (e>0,,>0) 


muß das Polynom 
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nn Ma)= Te?f@)= U fla+7) 


für 2 >a gewiß >0 sein, aber der Fall =0 kann wohl eintreten. 
Eine sehr schöne Bestätigung unseres Satzes liefert das von Herrn 
Hurwitz*) betrachtete Beispiel 


NH FH DH = Nat erde. 
Aus der Integraldarstellung geht mit Evidenz hervor, daß —y f(x) >, 
wenn für £>0 f(a+t)>0 ist. 

IV. Alle Hauptdeierminanten der unendlichen Matrix 
|: 2 ME sl 
nn. Sa BE... 
(7.) ot DE | 

216, 316, 4!b, :.. 








sind positiv, wenn 


b+bzs+b2+.. = a) ; 
hi) 


wo (x) eine Funktion vom Typus II, verschieden von ce”, und F(0) > 0 ist. 
Man setze mit Herrn Remak (vgl. a. a. O.) 
I)=(wt+ wetwtr re + war), 
dann ist nach Satz II 
(v5 f@)) =bw + bl! (wu + uw) + 552! (mu + ut UuWw)t 


0...n 
i,k 
für alle reellen Wertsysteme %,,%,,%s,... %,, ausgenommen das einzige 


Wertsystem 
Wu e=umd. 


Daraus ergibt sich Satz IV. 

Bildet man die Matrix (7.) zu der Funktion 7(z)= ce”, so werden 
alle einreihigen Hauptdeterminanten positiv und alle in der Matrix ent- 
haltenen Determinanten, die zwei oder mehr Reihen haben, verschwinden. 

Aus Satz IV resultieren insbesondere die Ungleichungen 

> >06, >, : 
die schon Laguerre angegeben hat**). 





*) Vgl. Hurwitz a. a. O. und „Über die Nullstellen der Besselschen Funktionen“, 
Mathematische Annalen Bd. 33 (1889), S. 259. 


**) Laguerre, Oeuvres, t. I, p. 169. Für den Fall eines Polynoms vgl. den 
30* 
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V. Is 


1 
b, + b,c+ ba” + .e. &() : 


wo ®P(x) irgendeine Funktion vom Typus 1 mit Koeffizienten von ab- 

wechselndem Vorzeichen bedeutet, die von ce”’’(y >0) verschieden und für 

z= 0 posılıw ist, so sind alle Hauptdeterminanten der Matrix 

jals, : ib Mi 

8.) 2! 356 alb,... 
3b, ab 5lb,... 








positw. | 
Das Polynom 

fa) = &(Ww+ Wat WERH+ + u,ar)? 

ist —>0 für z>0. Daher wird infolge des Satzes III 


1 
Got®)_- . bw + 2! bw + Uu)+ 
vi z (+k+1)! 5% > 0, 


wenn nicht alle die reellen Zahlen «,, %,, ... u, verschwinden. — 

Eine Funktion vom Typus I (mit Koeffizienten von abwechselndem 
Vorzeichen) gibt also zu zwei verschiedenen definit - positiven unendlichen 
Matrizes Anlaß, zu (7.) und zu (8.). 

Es erhebt sich naturgemäß die Frage, ob und in welchem Sinne die 
Sätze IV und V umzukehren sind*). Mir gelang es nicht, diese Frage zu be- 
antworten, sogar unter der Voraussetzung nicht, daß (x) ein Polynom ist. 

Die Positivität der beiden quadratischen Formen (7.) und (8.) bringt 
es mit sich, nach den tiefen Untersuchungen von Stieltjes**) über das 


„probleme des moments“, daß das Polynom SD f(x) immer eine ähnliche 





schönen Beweis bei J. @rommer, Ganze transzendente Funktionen mit lauter reellen Null- 
stellen, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 144, S. 114, Kapitel II, $ 6. 


*, (renauer ist die Frage so: wenn zb, x” die Entwicklung der Reziproken 


einer ganzen Funktion F(x) ist und wenn die Matrix (7.) definit positiv ist, läßt sich 
dann oder läßt sich nicht schließen, daß 'F(z) vom Typus II ist? — Herr J. Grommer 
erledigt a. a. O. verwandte Fragen. | 

**) Stieltjes, Recherches sur les fractions continues, Annales de la fac. des 
science. de Toulouse VIII (1894), IX (1895). 
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Integraldarstellung zuläßt, wie wir sie an dem Beispiel ?(z)=1— x be- 
1 
obachtet haben. Ob auch das Polynom (Dj 


darstellung von der Art zuläßt, wie wir sie bei dem Beispiel 7(z) = e” 
konstatiert haben, ist eine noch nicht streng entschiedene Frage. — 

Jetzt gehe ich zu dem Beweise von zwei Sätzen über, die schon 
Laguerre*) ohne .Beweis angegeben hat. 

VI. Sei P(x) wieder von ce?” verschieden. Dann haben die Polynome 

1 
(9.) 3(D) 
nur eine reelle Wurzel bzw. keine reelle Wurzel, je nachdem n ungerade 
oder gerade ist. 

Für gerades n = 2m besagt VI nichts Neues, denn in diesem Falle 
ist x°” >00, und unsere Behauptung ist im Satz II als spezieller Fall 
enthalten. 

Ist aber n=2m+1, so kann das Polynom (9.) höchstens eine 


reelle Wurzel haben, denn seine Derivierte 


Er MR zm+1__ 4x m 

D pn) * = An +) am 
ist für jeden (reellen) Wert von x positiv, wie es eben festgestellt worden 
ist, und eine immer wachsende Funktion kann den Wert 0 (sowie irgend- 


einen andern Wert) nur einmal annehmen. Die Funktion #(x) = ce” 


f(x) immer eine Integral- 


"= bu2" + bhnat" + b,n(n — 1)2"? +... +b,n(n—1).--1 


nimmt wieder eine Sonderstellung ein, da 


n (zusammenfallende) reelle Wurzeln hat. 
Ich will Satz VI auf den Spezialfall ?(x2)=1—x anwenden. Es 
stellt sich hier heraus, daß das Polynom 


1 1 ij Age: ” u 
ID tn tn Nart++nn—1)-2-1) 
x ar—2 an—1 gr 
Irre ra ta tn 


höchstens eine reelle Wurzel hat**). Diese Tatsache kann dem folgenden 
allgemeinen Satz subsumiert werden: 





*), A.a.O., p. 169. Laguerre spricht den ersten der genannten Sätze (hier VI) 
inkorrekt aus, indem er den Ausnahmefall (x) = ce’* nicht beachtet. 

**, Vgl. Sylvester, Mathematical Papers, vol. II, p. 516. — Graindorge, Nouvelles 

. Annales des Mathematiques, 2° serie, t. 5 (1866), p. 522. 
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VII. Die Abschnitte der Potenzreihenentwicklung von Er d. h. die 
Polynome 
(10.) b,+ b,0 + bb,” + +++ ba" (n=1,2,3,...) 
haben höchstens eine reelle Wurzel. 
_ Der Satz ist für %(z) = e”” (wie wir es eben gesehen haben), also 


offenbar auch für #= ce” richtig. Wir wollen daher (x) =- ce” voraus- 
setzen und uns auf Satz VI stützen. 
Jetzt kann man mit Zaguerre so verfahren: nach einem seiner 


Sätze*) hat das Polynom 


DE EEE "7 ie b,? 
nei tan te 


entweder ebensoviel oder mehr reelle Wurzeln als das Polynom (10.). 
Multipliziert man aber (11.) mit n!, so erhält man das Polynom (9.), von 
welchem eben bewiesen wurde, daß es höchstens eine reelle Wurzel hat. 
Daher wäre es widersprechend, anzunehmen, daß (10.) mehr als eine reelle 
Wurzel hat. 

Laguerre hat an anderer Stelle einen sehr schönen Beweis für den 
Fall gegeben, wo 7(x) ein Polynom ist, aber seine Argumentation für 
den Fall 7(x) = e* scheint mir unzureichend zu sein**), 


8 3. 


Ausdehnung des Hermite-Poulainschen Satzes auf gewisse Paare von 
ganzen Funktionen. Anwendung auf Besselsche Funktionen und 
Hermitesche Polynome. 


Sei die ganze Funktion 


Pe) + +++ 


Pa)= Bo+ a4 + AEe u. 2 2 net 





*) A.a. 0. p. 31 und p. 201. 

*) A,a.0., p. 110—112 und p. 113. Zaguerre verfällt an dieser Stelle, wie 
an manchen anderen (vgl. z. B. p. 9, 29, 113, 157, 198 seiner Oeuvres, t. I) in 
einen sehr elementaren Fehler, den ich an anderem Ort schon genügend auseinander- 
gesetzt habe. Vgl. Sur un thöor&me de Laguerre, Comptes Rendus de l’Academie des 
Seiences, Paris, t. 156 (1913, 1), p. 996, Fußnote. 
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vom Typus Il. Dann konvergieren die vier Reihen 


& 


a, v) vs) 
(1.) S oe (2), (2.) u L T (2), 
(3.) E00 Ka), (4.) 5% 220 (2) 


für jedes x und stellen ganze Funktionen vom Typus II dar. 

In dem Beweis für die Konvergenz werde ich in dem, was 7(x) 
betrifft, nur von der Tatsache Gebrauch machen, daß (x) ganz ist, 
d. h., daß die Reihe 


Me)= Bl+ Mate+ 


An „ 
n! 
für jedes z konvergiert. 


Von den Eigenschaften der Funktion &(r) genügt es, folgende zu 
benutzen: erstens, daß die Funktionen 


B%(2)= a, + +: EP un BE, 


Bla+ 0) = De) + * 9 + “0 +. (e>0) 
wieder vom Typus I sind, und zweitens, daß, falls «,>0 ist, die Un- 
gleichung 

(5.) 0<ae< (2) (v=0,1,2,...) 


besteht (vgl. A, $2, Formel (8.)).. Aus der letzterwähnten Tatsache folgt 
leicht, wenn «, > 0 ist, die Ungleichung 


(5’.) 0<e,<ae, ze FREE ER. 
und daß in allen Fällen die Ungleichung besteht 
Bi; 0< pn 2 (2OY > 0). 
(5”.) <A (>9 


Die Ungleichung (5’.) und (5”.) erhält man, indem man die Ungleichung (5.) 
auf die Funktionen &®(x) und P(z-+ o) anwendet. 

Sei e>0, x <o. Die vier Reihen (1.), (2.), (3.), (4.) werden 
‘dann bzw. durch die vier folgenden Reihen majorisiert: 
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’ en (Br) ®( ) 5 »'( ) 
Eee) - er 
(4.) de: Be! ) = B(e)M(e - 


Bei der Aufstellung der Majorantenreihen (1’.), (2’.) machte ich 
die Annahme, daß &,>0 ist, und bediente mich der Ungleichung (5.). 
Wäre &=0, «,>0, so könnte man sich mit ähnlichem Erfolg auf die 
Ungleichung (5’.) stützen. Bei Aufstellung von (3’.) und (4’.) wurde von 
der Ungleichung (5”.) Gebrauch gemacht. — 

Bei dem Beweise dafür, daß die immer konvergierenden Reihen 
(1.), (2.), (3.), (4) ganze Funktionen vom Typus II darstellen (d.h, 
Funktionen vom Geschlecht 1 ohne imaginäre Wurzeln, multipliziert mit 
einem Faktor e””, wo >0), muß ich algebraische Sätze heranziehen; 
den Hermite-Poulainschen Satz bei dem Beweise für (1.) und (3.), und den 
Satz A, $5, 5. bei dem Beweise für (2.) und (4.). 

Ich will mich auf den Beweis für (1.) beschränken. Ordnet man 
kraft des Weierstraßschen Fundamentalsatzes nach Potenzen von x 


2 BO) (g)= 3 (B,+ Lege Aut +. .) 








y! 
=yt+ het Br 
so erhält man die Koeffizienten 
Ye her... 
(6.) y=oßı + as ee en, 


an u... 


u Aa ße + a er 


Man überzeugt sich leicht, Ir mit Hilfe der Ungleichungen .(5.), (5’.) 
und der eben entwickelten Methode oder aus A, $6, V, daß die Reihen (6.) 
absolut konvergieren. 

Man betrachte die Polynome 


2.2 tt 


Y,(2)= + (A + AS — yeräl OE m’ 
die nur reelle Wurzeln haben (A, $ 6, IV). Das Polynom 
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“@e. 


P.(D) #%(2)= 2(5)e, 
hat lauter reelle Wurzeln. Man er 


ih y(ı-2)..(- 52) 
aa (1 1 2)..(1-) 
t- 1-1 -2)..(- 242) 


dunch, 
und man schließt leicht aus der absoluten Konvergenz der Reihen (6.), daß 
(7.) lim y„=Y, (v=0,1,2,3,...). 


Aus dem Bestehen der unendlich vielen Gleichungen (7.) folgt aber 
schon, daß die Reihe 2? e =’ eine Funktion vom Typus II darstellt (nach 


A,8$6, VI). W.z.b. w. 
Man setze z. B. 


ass © 1 ar 
au. 5, 
$(x) = I,(Y—e) = Sr ni 
so hat man 
nn n 1 =” _ (VIrWwon pw 

I. ( ei 2) 5 E tr m+Ho)! vi (272 2" @). 

Schreibt man nun in Formel (3.) bzw. (4.) F(22) bzw. #(— 2z) 
anstatt 7(x) und ersetzt man im Resultat z durch —z, so erhält man 


den Satz: 


Ist (x) = 5 nr x’ vom Typus Il, so sind die Reihen 
v : 
1 nr 1 
2 & ze. : ](a® ); Br » ° Lies?) 


überall konvergent und stellen wieder Funktionen vom Typus II dar. 
Bezeichnet man mit U,(z) das n-te Hermitesche Polynom, so hat 
man ähnlich: 


> . . .. 
Ist P(x)= 3 — x” vom Typus 1, ohne negative Koeffizienten, so 


r! 
sind die Reihen 


v=0 FF. 


Z=U,e), z- „‚=U,(z) 


n=(0 n! Er 
überall konvergent und stellen Bass vom Typus II dar. 
Journal für Mathematik. Bd. 145. Heft 4. 
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Bei dem Beweise des letzteren Satzes benutzt man die Tatsache 


x? 
2 


u ie, 


ı2 


aber es genügt nicht das einfache Einsetzen der Funktion #(z)=e ° in 


x° 


die Formel (1.) und (2.), sondern man bedarf noch (um mit e * weg- 


dividieren zu können) eines ähnlichen Gedankenganges, wie im Zusatz zu 
A,$6, 1 

Ich mache auf die Menge der in diesen Sätzen enthaltenen speziellen 
Resultate aufmerksam. Schon folgende scheinen mir neu zu sein: Wenn 
, und « irgend zwei reelle Zahlen sind, so haben die Funktionen 


AVeI,(Vz)+ ul,,.(V2),  AI(Ve)+ “Vz 1,,.(Ve) 
nur reelle Wurzeln. — Ersetzt man in einem Polynom mit lauter reellen 
Wurzeln «* durch das n-te Hermitesche Polynom, so erhält man wieder 
ein Polynom mit nur reellen Wurzeln. 

Zusatz I. Bedeuten in Formel (1.) sowohl b(x) wie P(x) Funk- 
tionen vom Typus I, mit nicht negativen Koeffizienten, so stellt (1.) eine 
Funktion vom Typus 1 dar. 

Dann hat nämlich das Polynom &, (D) #, (x) nur reelle negative Wurzeln. 

Zusatz II. Bedeuten in Formel (1.) sowohl $(xz) wie P(x) Funk- 
tionen vom Typus Il, so kann man zwar im allgemeinen die Konvergenz 
der Reihe (1.) nicht behaupten, jedoch man kann behaupten, daß sie, falls 
sie für 2 <o(0o>0) komvergiert, notwendigerweise eine ganze Funktion 
vom Typus 11 darstellt. | 

Aus der Konvergenz der Reihe (1.) schließt man nach dem 
Weierstraßschen Doppelreihensatz die Konvergenz der Reihen (6.). Aber 
aus der bloßen Konvergenz der Reihen (6.) folgt schon die Gültigkeit der 
Formeln (7.), nach heutzutage allgemein gebräuchlichen Methoden *). 

Sei z. Be P(x)= cos wxr und (x) irgend eine andere Funktion 


vom Typus II. Die Reihe 
” „ya 
cos wD. ? (x) = P(x) —_ FT 0, (z) + Tr iv (x) =... 
P(t+ wi) + P(x— wi) 
_ nn 





*) Vgl. z. B. Lebesgue, Series trigonomeötriques, S. 40. 
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konvergiert ersichtlich für jedes x, folglich fällt sie unter Zusatz II und 
hat lauter reelle Wurzeln — was übrigens dem Biehlerschen Satze eben- 
falls zu entnehmen ist*). 

Zusatz III. Bedeuten wieder sowohl P(z) wie P(x) Funktionen 
vom Typus Il, und setzt man zwar nicht die Konvergenz von (1.), sondern 
nur das voraus, daß sämtliche Reihen (6.), d. h. die Koeffizienten ın der 
formal wumgeordneten Reihe (1.), konvergieren, so stellt die aus (1.) durch 
formale Umordnung zu bildende Potenzreihe eine Funktion vom Typus Il dar. 

Für die Richtigkeit dieses Satzes bürgt das Bestehen der Rela- 
tionen (7.), infolge von A, $6, VI. 

Man setze z. B. 


zr’ z’ 
(8.) D(iz)=e * (2>0), Pla)=e ”. 
Die Werte von 
Be an Msn 


Po; Pi; Pa, ... Pe, -19 Per; ... 
sind in diesem Falle bzw. 
l, 0, —12,.. 0, (—1)1.3.5..(27—1)?,..., 





Er, Re. 
Daher ist 
1.1 1.3.1.3 1-32» —1)-1-3- (291), | 
ltr + 11 tr .+ 9,1 —2+ 
ne 3 3. ) 
u Pr ne EP SL „de Ei @r—1)BrHl,,, 


So erhält man das Resultat: Ist 0<2<{1, so konvergieren die 
Reihen 7,,71,/2,... und man hat bzw. 


d-ar 
yı = Ya = y= ..oe— 
Die aus der formal EEE Reihe 


BY. Br; 


E By "5(-1y70% 


durch Umordnung erhaltene Potenzreihe stellt die Funktion Eu 





*) Laguerre, a. a. 0. p. 168. 
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dar, die gewiß vom Typus II ist. — Ist aber z>1, so divergieren die 
Reihen y,,73,/4,... und die Funktionen (8.) geben das Beispiel eines 
Funktionenpaares vom Typus II, für welches die Reihe (1.) in keinem 
den Punkt x = 0 umschließenden Kreis konvergieren kann. 


$ 4. 
Die Funktionen vom Typus 1* und II*. 

Ich werde in den nun folgenden beiden Paragraphen zwei neue 
Klassen von ganzen Funktionen betrachten. Ich nenne eine ganze Funktion 
„Funktion vom Typus I*“, wenn sie gleich dem Produkte einer ganzen 
Funktion vom Typus I und eines Polynoms mit reellen Koeffizienten ist. 
Ist F(x) vom Typus I*, so hat entweder F(x) oder F(— x) die Form 

(1*) cr’ ei* N (1-+ Rz) I (1 +7,28); 


u=1 


T 
wo >0,7y,>0 und das Polynom n(1 + x) reelle Koeffizienten hat. 
u= 


Ähnlich heiße das Produkt einer Funktion vom Typus II und eines 
Polynoms mit reellen Koeffizienten eine ‚Funktion vom Typus IlI*“. 
Eine solche Funktion hat die Form 


(II) care’*+% 1 (ı + P,2)(1+ ß,%) IT (1+d,2)e .” 
u= v=1 
(>0, P. und ß, konjugiertt komplex, d,d, reell, 502 konvergent). 
2 4 1 


Kurz eine Funktion vom Typus II* ist das Produkt der Funktion 
e””(y>0) und einer ganzen Funktion vom Geschlecht 0 oder 1, mit 
reellen Koeffizienten und mit einer endlichen Anzahl von imaginären Wurzeln. 

Die Einführung dieser Funktionen rechtfertigt sich durch fol- 
gende Sätze: 

I. Eine Funktion vom Typus I* läßt sich immer als Grenzwert eıner 
in jedem endlichen Gebiete gleichmäßig konvergierenden Polynomfolge dar- 
stellen, wo jedes Polynom der Folge reelle Koeffizienten und höchstens eine 
bestimmte Anzahl T von Wurzeln außerhalb der negativen (bzw. positiven) 
reellen Achse hat. — Umgekehrt, unterliegen die Polynome einer Folge den 
eben besagten Bedingungen, betreffend die Koeffizienten und die Verteilung der 
Wurzeln, und konvergiert die Folge in irgend einem Gebiete gleichmäßig, so 
ist ihr Grenzwert eine Funktion vom Typus I1*. 
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Il. Jede Funktion vom Typus II* läßt sich als der Grenzwert einer 
in jedem endlichen Gebiet gleichmäßig konvergierenden Folge von Polynomen 
darstellen, von denen keines imaginäre Koeffizienten oder mehr als 21 ima- 
ginäre Wurzeln hat. 

Umgekehrt, konvergiert eine Polynomfolge, deren Polynome die be- 
sagten Eigenschaften haben, in irgend einem Gebiete der Ebene gleichmäßig, 
so ist die Grenzfunktion eine ganze Funktion vom Typus I1*. 

Ich muß für den Beweis dieser Sätze auf andere Arbeiten ver- 
weisen *). 

Der erste Teil dieser Sätze geht aus dem Beweise der Sätze A, $ 2, I 
und A, $2, II genügend hervor. 

Der Beweis des zweiten Teiles findet sich in den Arbeiten C (vgl. 
Satz I) und D (vgl. Sätze II und III) — bis auf die Bestimmung des 
Vorzeichens von y in den Formeln (I*) und (II*). Diese Bestimmung 
wird in A, $2, I und II, sowohl wie in B, Sätze I und II für den Fall 
T=0 bzw. 27=0 durchgeführt. Den allgemeinen Fall 7 >0(27 > 0) 
auf diesen speziellen zurückzuführen, bedarf man einer etwas langwierigen 
Überlegung, die jedoch keine Schwierigkeit darbietet, und die ich hier 
wohl unterdrücken kann. Ich eile lieber meinem Endziel, dem Beweise 
des Satzes des folgenden $ 5 zu, zu dessen Vorbereitung ich noch folgender 
Sätze bedarf. 

III. Stellt die Potenzreihe 


(1.) tr rt 


eine Funktion vom Typus I* und von der Form (1*) mit höchstens T Wurzeln 
außerhalb der negativen reellen Achse dar, so haben die Polynome 


(2.) a2" + (7 )a2" "+ (5 )a,2” ?Le..+ta, (n=1,2,3,...) 
ebenfalls höchstens T Wurzeln außerhalb der reellen negativen Achse. 





*) B) Polya, Über Annäherung durch Polynome mit nur reellen Wurzeln, 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 36 (1913, 2). p. 279 — 29. 
C) Polya, Über Annäherung durch Polynome, deren sämtliche Wurzeln in einen 
Winkelraum fallen, Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
Math.-phys. Klasse. 1913. D) Lindwart und Polya, Über einen Zusammenhang zwischen 
der Konvergenz von Polynomfolgen und der Verteilung ihrer Wurzeln, Rendieconti del 
Circolo Matematico di Palermo, t. 37 (1914, 1). 
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Haben umgekehrt alle Polynome (2.) reelle Koeffizienten und höchstens 
T Wurzeln außerhalb der negativen reellen Achse, so liegt die Alter- 
natwe*) vor: entweder hat die Reihe (1.) den Konvergenzradius 0, oder sie 
hat den Konvergenzradius oo und stellt eine Funktion vom Typus 1* dar. 

IV. Stellt die Potenzreihe (1.) eine Funktion vom Typus Il* mit 
höchstens 2 imaginären Wurzeln dar, so haben die Polynome (2.) ebenfalls 
höchstens 21 imaginäre Wurzeln. Umgekehrt, wenn die Polynome (2.) reelle 
Koeffizienten und höchstens 21 imaginäre Wurzeln haben, dann sind nur 
zwei Fälle möglich: entweder hat die Potenzreihe (1.) den Konvergenzradius 0, 
oder den Konvergenzradius oo, und im letzteren Falle stellt sie eine Funktion 
vom Typus 11* dar. 

Diese Sätze sind schon zum großen Teil von Laguerre und von 
Jensen angegeben worden (vgl. A, $6, IV); ich will mich hier auf den 
Beweis von III beschränken, und ich will «a, + 0 voraussetzen. 

Gesetzt also, daß die Reihe (1.) eine Funktion vom Typus I* dar- 
stellt, bestimme man nach Satz I eine Polynomfolge 

$,(2), B,(2),... Pı(X),..., 


D,(2)> aut + ...+ - a 
so daß $,(#)(k=1,2,3...) höchstens 7 nicht negative Wurzeln hat, 


und daß 
lim $,(2)=Ww+ + c + — + ... 


k=o® 
ist. Daraus folgt: 
lım 4, = 4,. (v=0,1,2,...) 


k=o 


Ferner hat, nach einem schon benutzten Satze von Laguerre**), das 


Polynom 
1 k_ Ayo x* (dx ae Ad „k-2 
u AD) = team traay tt 
wenigstens k — T negative reelle Wurzeln, und so hat das Polynom 
Er D"$,(D.*= $,(D)x" = a," + (an ah. 


nach dem Rolleschen Satze wenigstens 





*) Vermutlich ist der Fall, daß der Konvergenzradius O wird, auszuschließen. 
Mir genügt jedoch hier auch der im Text angegebene weniger scharfe Satz. 
**), A.a. 0.5.31, 201. 
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(k—T)— (k—n)=n—T 
negative reelle Wurzeln, also höchstens 7 Wurzeln außerhalb der negativen 
reellen Achse. Daher kann dasselbe von dem Polynom 


lm $,(D)x"= a,a" + (aa +... +a, 
behauptet werden, und dies mußte ich zuerst beweisen. 

Sei nun umgekehrt vorausgesetzt, daß das Polynom (2.), das ich 
für einen Moment mit Y,(z) bezeichnen will, höchstens T nicht negative 
Wurzeln hat, und daß die Reihe (1.) für z <o konvergiert (0 >0). 
Dann hat man, gleichmäßig im Kreise x <o(1-—e) 
>, n , n\ X nı\ı a? 

lim „, u (Z)= lim (@, + tet) 


n=%© 
a a 
BE RE RP: 


Also ist die Reihe (1.) im Kreise & <o(1-—e) der Grenzwert einer gleich- 
mäßig konvergierenden Folge von Polynomen, wo jedes Polynom reelle 
Koeffizienten hat und kein Polynom mehr als T nicht negative Wurzeln 
besitzt. Nach dem zweiten Teile des Satzes I dieses Paragraphen stellt 
also die Reihe (1.) eine ganze Funktion vom Typus I* dar, und ist folg- 
lich überall konvergent, w. z. b. w. 


8 5. 


Über die Koeffizienten der Funktionen vom Typus I* und II*. 


So habe ich die nötigen Vorbereitungen getroffen zum Beweise 
von folgendem Satze: *) 

Damit eine Funktion F(x) vom Typus Il* nicht zugleich eine Funk- 
tion vom Typus I* ist, dazu ist notwendig und hinreichend, daß die Reihen- 


entwicklung 
1) Fa)eatte+arr+r.. +. 
1! 2! n! 
sowohl wunendlichviele Zeichenwechsel wie auch wunendlichviele Zeichenfolgen 
aufweist. 
Bei Abzählung der Zeichenwechsel werden die verschwindenden 


Koeffizienten überhaupt nicht in Betracht gezogen (wie das in der Algebra 





*) Vgl. A, $6, I. 
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üblich ist. Unter der Anzahl der Zeichenfolgen verstehe ich die Anzahl 
der Zeichenwechsel in der Reihenentwicklung 


a a a 
F(—-x)= %—-7,%+ 51 "TH ..., 
Nach dieser Definition weist z. B. die Reihe 
R 2 a3 25 
ing=20—5; + Zr 


sowohl unendlichviele Zeichenfolgen, wie auch unendlichviele Zeichenwechsel 


auf, während die Reihe 
1 


ia 1 + — +. 
nur Zeichenwechsel und keine einzige Zeichenfolge hat. — 

Zum Beweise unseres Satzes muß zuerst gezeigt werden, daß die 
Funktion F(x), falls sie vom Typus II* ist und ihre Reihenentwicklung 
(1.) nur eine endliche Anzahl von Zeichenwechseln aufweist, notwendiger- 
weise auch vom Typus I* sein muß. 

In der Tat, nach Voraussetzung und infolge von Satz IV des 
vorangehenden $ 4 hat keines der unendlichvielen Polynome (mit reellen 


Koeffizienten) 

(2.) aX"” + 6) aa"'+ (5) a0" ?+ ta, (n=1,2,3,...) 
mehr imaginäre Wurzeln als eine bestimmte Anzahl 27. Aber ebenfalls 
nach Voraussetzung hat keines dieser Polynome mehr Zeichenwechsel als 
eine gewisse fixe Anzahl W, und somit kann nach der Descartesschen 
Regel keines dieser Polynome mehr positive Wurzeln haben als W. Da 
aber keines der Polynome (2.) mehr als 27+ W Wurzeln außerhalb der 
negativen reellen Achse hat, stellt infolge von Satz III des $ 4, die 
Reihe (1.) eine Funktion vom Typus I* dar, w. z. b. w. 

Zweitens soll gezeigt werden, daß, wenn F(x) die in Formel (I*) 
angegebene Produktzerlegung hat, die Reihenentwicklung (1.) höchstens 
T Zeichenwechsel aufweist. Das Polynom (2.) darf nun höchstens T-+r 
nicht negative Wurzeln haben und seine Entwicklung muß (nach der 
Descartesschen Regel) wenigstens so viel Zeichenfolgen aufweisen, als nega- 
tive Wurzeln da sind. Nimmt man nun die Tatsache hinzu, daß die Anzahl 
der Zeichenfolgen vermehrt um die Anzahl der Zeichenwechsel < ist als die 
Anzahl der von Null verschiedenen Wurzeln, so wird einleuchten, daß 
wirklich höchstens 7T Zeichenwechsel in irgend einem Polynom (2.) zu 
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finden sind. Daher kann auch (1.) nicht mehr Zeichenwechsel haben. — 

2. B. die Funktion 

7 = ze” 1 1-+ —)e . 

ist vom Typus II* (sogar vom Typus II), aber sie ist gewiß nicht vom 
Typus I*. Daher muß ihre Reihenentwicklung sowohl unendlichviele 
Zeichenwechsel wie auch unendlichviele Zeichenfolgen enthalten *). 

Für gewisse Untersuchungen über die Descartessche Zeichenregel **) 
ist insbesondere jene Folgerung von Belang, daß die Entwicklungen der 


Funktionen 


ce 1 
is Te 


nach Potenzen von x bei noch so großem positivem ganzem %k unendlich- 
viele Zeichenwechsel aufweisen müssen, obzwar die Funktionen keine posi- 
tiven Wurzeln haben. 

Hier wurde mit Hilfe unseres Satzes aus der Kenntnis der Pro- 
duktzerlegung die Art der Verteilung der Vorzeichen in der Reihenent- 
wicklung erschlossen. Der Satz kann aber auch umgekehrt dazu be- 
nutzt werden, aus der Kenntnis der Vorzeichenverteilung und aus der 
Kenntnis einiger Eigenschaften der Produktzerlegung auf andere Eigen- 
schaften der Funktion, z. B. auf die Existenz unendlichvieler imaginärer 
Nullstellen zu schließen ***), 


e* 





1 1 1 
Fo) za+ NIT PFra+ Te 
berechnet bei Bourguet, Sur les integrales Euleriennes ete. Acta Mathematica Bd. 2 (1883), 


S. 261— 29. 

**) Vgl. Laguerre, a. a. O. p. 22—25. — Fekete und Polya, Über ein Problem von 
Laguerre, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 34 (1912, 2), p. 119— 120. 
— Bälint, Über reelle Wurzeln von Potenzreihen mit reellen Koeffizienten (Ungarisch), 
Mathematikai &s termeszettudomänyi Ertesitö, Bd. 31 (1913). 

**) Ein solcher Schluß gelang Herrn M. Riesz bei einer von ihm untersuchten 


Funktion. 


*, Die ersten Koeffizienten vo sind 
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Über einen Determinantensatz, in welehem das Multi- 
plikationstheorem als besonderer Fall enthalten ist. 


Von Herrn Karl Boehm in Königsberg i. Pr. 





Durch das Studium der ungemein anregenden vektoranalytischen 
Schriften der Herren Burali-Forti und Marcolongo*) bin ich auf einen 
Determinantensatz geführt worden, welcher von diesen Forschern für 
Determinanten zweiter und dritter Ordnung benutzt wird. Der allgemeine 
Satz ist mir in der Literatur noch nicht begegnet; ich erlaube mir deshalb, 
ihn hier mit kurzen aber ausreichenden Andeutungen über den Beweis 


mitzuteilen. 
Es seien zwei Matrices von je n® Elementen gegeben: 

(1.) A= iz, =1,2,...n: k=1,2,...n] 
und 

(2.) A= la, =1,2,...n;k=1,2%...n], 
deren Komposition die Matrix 

(3.) = zu] = |z.} [au] 
liefert, so daß also x;, die Bedeutung hat 

h=n 
(4.) %, = = Ton Ipr: 


Die Matrix, welche entsteht, wenn wir in (1.) die Elemente der Zeilen 
%5 ig, ».. 2%, durch die entsprechenden Elemente der Matrix (3.) ersetzen, 
werde bezeichnet mit 





*, Omografie vettoriali. Torino 1909. — Analyse vectorielle generale. — 1. — 
Transformations lin&aires, Pavie 1912. — Für den vorliegenden Gegenstand vergleiche 
man im besonderen die Nummer 2 des erstgenannten und Nummer 8 des zweiten 


Werkes. 
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(5.) ie 3 
es ıst also z.B. 
| ’ ’ [7 
211 2 Lin 
14 ’ ’ 
Lg gg Lgn 
’ F ! 
X mi Em? Imn 
(6.) 2... > 
Im+11  Im+12 Im+i,n 
Im+2,1 Im+2,2 Im+2,n 
| In In? Inn 
und ım besonderen 
(7.) a. ze X. 
Für die Determinante der Matrix (5.) führen wir das Symbol 
(8.) Di. 


ein, welchem wir, wo es nötig erscheint, den Charakter eines Funktions- 
zeichens geben, indem wir, statt (8.), schreiben: 


(8°.) Di... (KA). 
Bedeutet E die Einheitsmatrix |e,|, so ist 


a; 


(9.) Di... (E: A)= : 


. Ai 


j “ . 
ıb, 1’ m 
* 


; ; . “ u a 
Imtı Imtın 


Die Summe 


(10.) ZD...„(& 4), 
erstreckt über alle (2) Kombinationen ohne Wiederholung zur m-ten Klasse 
(11.) m TE © 
der Zahlen von 1 bis n, unterscheidet sich von der Determinante 
(12.) X|-|2, 


um den von den Elementen der Matrix (1.) unabhängigen Faktor 


Gi, 75 Gi 
13.) MA= 3 D...BA= 2 : er 
LIE Pre yon Gr daran 


was wir in der Formel 
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FE Fran 
(14) ZD,..„(K,A)=|X| 2]: Ä 


d; \ . 4; . 
| 6 


zusammenfassen. — 
Der Satz (14.), welcher für m= n das Multiplikationstheorem 
(15.) Di... A)=/K= 1X A 


als besonderen Fall umfaßt, läßt sich genau so wie dieses auf Grund der 
von Kronecker aufgestellten charakteristischen Eigenschaften einer Determi- 
nante beweisen. Man kann aber auch den allgemeinen Satz aus dem 
besonderen, d. h. aus dem Multiplikationstheorem ableiten, am einfachsten, 
wenn man die algebraischen Operationen mit Hülfe von Differentiationen 
umgeht, was hier noch angedeutet werden soll. 

Wir benutzen für die Matrix, welche aus (2.) durch Addition einer 
variablen Größe u zu den Diagonalgliedern entsteht, das Symbol 


(16.) {Gut Veny= A+ uE 
und bezeichnen dementsprechend ihre Determinante durch 
(17.) au + us, =|A+uE=f,(A+uE); 


dann haben wir die beiden durch vollständige Induktion leicht zu be- 
weisenden Beziehungen 





1%; ru Q,;, di 
(18.) nn ‚4 + uE = = (n — mylz igiı ru B ; . Gim 
unkı G; nis Far +u 
=(n— m)! f„(A+ uE) und 
(19) ID, ...„(X, A+ uE)]= (nm)! ZD,,, (X, A+uE), 


wobei auf den rechten Seiten wieder über sämtliche Kombinationen i,, %,, ... %,, 


zu summieren ist. 
Gemäß (15.) besteht nun für beliebiges u die Identität 


(20.) D,.2..„(K,A+uE)=|X||A+uB. 
Wenn wir diese (n — m)-mal nach u differenzieren und hierauf u = 0 setzen, 


so erhalten wir den Satz (14.). — 
Es soll zum Schluß die Entwickelung der Funktion z (A-+uE) nach 
Potenzen von u angegeben werden. Aus (18.) erhält man die Beziehung 
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(21)  ZumtA+uBE)=(n—m+1)1(A+uB), 
deren wiederholte Anwendung zu der folgenden Formel führt: 
(22) AgalmldtuE)=(" N mtr uE), 


TI dur Im 
worin r zunächst die Werte 1,2....m—1 durchlaufen darf, aber auch 
den Wert m annehmen kann, wenn festgesetzt wird, daß das Symbol fs, 
mit einer beliebigen Matrix als Argument, die Zahl 1 bedeuten soll. Es 
ist also 
1 a” 


. n 
(23.) m! dur Um(4+uE)]= (m). 
Nach diesen Vorbereitungen liefert die Taylorsche Entwickelung 
sofort das Resultat 


(mtA+uE) = ml) + Au nA te 


HE Dad. 
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Zur Theorie der quadratischen Reste. 


Von Herrn Z. v. Grosschmid in Budapest. 





Wir wollen hier einen völlig elementaren Satz mitteilen, der uns 
neu erschien, und der sich auf eine Korrelation bezieht, welche zwischen 
den Faktoren der in einer bestimmten arithmetischen Reihe auftretenden 
zusammengesetzten Zahlen und denjenigen Stellen des Restsystems modulo 
einer Primzahl obwaltet, an welchen der quadratische Restcharakter in 
bezug auf diese Primzahl sich nicht ändert, falls man zu dem nächst- 

folgenden Charakter hinübergeht. 

Auf Grund dieses Zusammenhanges hat man dann einerseits un- 
mittelbar eine Methode, um die quadratische Charakterfolge modulo einer 
Primzahl hinzuschreiben, die auch praktisch verwendbar sein kann; anderer- 
seits eine bestimmte Vorschrift zur vollständigen Lösung der Kongruenz: 

z(c+1)=y” (mod. p), 
worin also alle bitrigonalen Reste gesucht werden, die zugleich quadratische 
Reste mod. p sind *). ö 
Unser Satz lautet: 
Ist 2>1 eine ungerade Primzahl und bildet man für jede der 


Zahlen n - 2» — 1, während n die Werte BI, 22, 1,18... 


P=Z, P—/ durchläuft, alle möglichen Zerlegungen 
PıPp=n-2p—1 
mit der Bedingung **) 
(1.) p—-1)(pe—-1)#0, 
*, Zur literarischen Orientierung s. die einschl. Kapitel in Bachmanns Niedere 


Zahlentheorie 1. Teil. Ä 
**) Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit dem Ausschließen aller Primzahlen, 


die unter den betrachteten n-2p9—1 vorkommen. 
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so geben die Zahlen 
en 1 i Pa + 1 
2 2 


alle und nur diejenigen Zahlen t — einige eventuell auch öfters — der 
Reihe 1,2,3,...9—2, für welche 


(9-43 
ist. Hier bedeutet (,) das Zegendresche Symbol*) 


Die Zahlen 9,,?, liefern wirklich Zahlen £ der verlangten Art. 
Denn es ist: 





(mod. p), 


Pı’Ppp=—1 (mod. p), 
woraus, indem man «=1(p, — 1), ?=1(p,+ 1) (mod. p) setzt, 
(II.) [Pia +1)?= oPp(eP+ 1) (mod. p) 
folgt, welche Kongruenz die gewünschte Eigenschaft von 
t=.«:.P (mod. p) 
aufweist. Man sieht ohne Mühe, daß weder @«ß noch ea? -+1= 0 mod. p 
sein kann; denn nach (II.) würde folgen, entweder: 
P=0 (mod. p), oder @e=—1 (mod. p), 
welche Kongruenzen mit den Annahmen nicht vereinbar sind. Nämlich 
aus der ersteren bekäme man: 
Pr=2kp—1, p =2hp-+l, 
wo, nach (I.), kh+0 ist, das heißt**): 
AR >Pp- NY’ >P—(p—1); 
während, laut n<4(p—1), 
mm <2np+l<p—(p—1) 
gefunden wird. Zum selben Widerspruche führt «= — 1 (mod. p). 
Nun auch umgekehrt; ist 
t(t++1) = quadr. Rest (mod. p), 
so kann man die ganze Zahl n so bestimmen, daß die Zahl n-2p — 1 
eine Zerlegung p, :p, zuläßt, für welche 
Kp—1)$(ps+1)=t (mod. p) 
*) Ein vollkommen analoger Satz gilt für die Zahlen 9,9 =n-2p+ 1, mit 
dem Unterschiede, daß hier 4(p,—1)(p2—1) oder aber I(p, +1)(p +1) zu be- 


trachten sind, und für diese (3) ausfällt. 
p pP 





**) |a| bezeichnet den absoluten Wert von a. 
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ausfällt. Denn man sucht zuerst zwei Zahlen «, ß, für die 
(1.) aß=t (mod. p), 
(2.) (2&+1)2#?—1)=-—1 (mod. 2p) 
gilt. Man findet: 
P=«e—2t (mod.p), also nach (1.) 


(3.) (ea —t)?=t(t+1) (mod. p). 

(3.) ist lößbar, da 2(£ +1) Rest von p ist. Ist x, eine Lösung, so setze man 
(a.) e=t+z, (mod.p), 

womit 3 den Wert 
(b.) P=—t+z, (mod. p) 


erhält. Diese Werte von «, 3 erfüllen (1.) und (2.). Istnun 2@a+1=p9, 
2% —1=9,, so hat man nach (2.): 


Nn= Par n. während nach (1.) 


4(?ı —1)-4(p+1)=t (mod. p) 
erfüllt ist. Was endlich die Grenzen von n betrifft, so sieht man aus 
(a.) und (b.), daß @e <4(p— 1) und |%/ << 4(p—1) angenommen werden 
können; also: 
In 2p—-1<n-2p—1= pp <(2lei+1)(2/f|+1)<pf, oder 





in < pn! + (3 + 2): woraus folgt: 
n <4p—)), 
was wir zeigen wollten. Dadurch ist unser Satz in allen Teilen bewiesen. 

Einige Bemerkungen mögen hier noch Platz finden. 

Vertauscht man ın den früheren Formeln p, mit 9,, so bekommt 
man ein neues Paar «’,P’: 

«= 3(p—1), f=%(pı +1): (mod. p). 

Man sieht aber sofort, daß dieses Paar im wesentlichen nichts neues 
liefert, da 9’ = — (aß +1), also auch 3’ +1=— «Pf (mod.p) gefunden 
wird*). Die ganze Vertauschung läuft auf die Substitution =—t!—1 
(mod. p) hinaus, nach welcher ’(!-++1) =t(t+ 1) (mod. p) hervorgeht **). 

Ki *) Dies erhellt aus der Identität: (9%, + 1)(®—1) + (9 —1)(p+1) = —4 (mod. p). 

**, Nimmt man in (a.) — 2, statt x,, so wird; 

e=i-n=-(-ttH)=-P 
f=—-(+ı)=—ea 





(mod. p), 


und 


pı=20 +1 ih rege 
p=28 -l=—-(at+1l)=—P (mod. p). 
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Der in Rede stehende Satz gibt nun ein Mittel, für das ganze 
Restsystem 1,2,...9—1 die Charakterfolge: (2): 2). 2 (2 ——) hinzu- 
schreiben. In der Tat, laut dem Satze kennt man diejenigen Teilserien 
des Restsystems, deren aufeinanderfolgende Zahlen alle denselben quadra- 


tischen Charakter mod. 9 besitzen. Für die Einheit hat man immer 
5) - +1, während für die Zahlenfolgen, deren Individuen nicht durch 


den Satz geliefert werden, das Charakterbild: €, — €&,€&,— €E,..., wo € gleich 
+1 oder —1 ist, gesetzt werden muß. Das Verfahren wird vielleicht 
durch ein Zahlenbeispiel deutlicher gemacht. 
Nehmen wir p=19. Die Zahlen n-2p—1 (n=—9,—8,...9) 
liefern hier folgende t-Werte*): 
4,14; 2,16; 5,13; 6, 12; 

demnach hat man die Tabelle: 

quadra- [ Reste: 1, 4,5,6,7, 9, 1, 16, 17, 

tische I Nichtreste: 2,3, 8, 10, 12,13, 14,15, 18, 
deren Richtigkeit durch bekannte Methoden leicht zu kontrollieren ist. 





*) Die Rechnung kann verschiedenartig abgekürzt werden. Eine frühere Be- 
merkung ermöglicht z. B. die Zerlegungen p, ?;, ?5Pı nicht getrennt zu behandeln. Setzt 
man außerdem 4(a—1)$(b +1)= (a,b), so findet man unmittelbar: (—a, b) = (—b, a), 
(b, — a) = (a,—b) = — [(— a,b) + 1] (mod. p), d.h. die vier t-Werte: (a, —b), (b, — a), 
(—a,b),(—b,a) ergeben sich aus irgend einem von ihnen. Bemerkt man endlich, 
daß — infolge eines Lagrangeschen Lemmas (Serret, Cours d’ Alg. sup., t. II., Ed. 6., 
Art. 329) — die Anzahl aller t-Werte mod. p gleich +(p—3) ist, so hat man die 
Rechnung beendet, sobald man 4(p — 3) mod. p verschiedene {-Werte gefunden hat. 
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